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TRAITÉS 
DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 


ET DE CALCUL INTÉGRAL. 


SUITE DE LA SECONDE PARTIE. 


CALCUL INTÉGRAL. 


SECTION IL. 


De l'intégration des Fonctions et Equations 
différentielles du premier ordre à plusieurs 

_ variables ; et des solutions particulières de 
ces Equations. 


CHAPITRE 1". 


De l'intégration des Fonctions différentielles du premier 
ordre à plusieurs variables qui sont exactes. 


318. Ur idée extrêmement simple qui se présente 
naturellement à l’esprit, et dont cependant il me semble 
2. po 4 | 


ARTS 


_ 


2 . INTÉGRATION DES FONCT. ET ÉQUATIONS 
qu'on n'a pas fait usage jusqu’à présent , est que le 
théorème démontré à l'article 56, et qui est conna 
depuis long-temps, donne immédiatement l'intégrale 
de toute fonction différentiellè exacte et homogène 
du premier ordre entre un nombre quelconque de 
variables. 


Du théorème en question traduit en règle d’inté- 
gration , il résulte que pour intégrer une fonction difFé- 
rentjelle homogène entre un nombre quelconque de 
variables , &/ faut vérifier si cette différentielle est 
exacte(art. 54), et dans le cas où elle l’est, substituer 
aux différentielles des variables, les variables mêmes ; 
enfin diviser le résultat par le degré de la proposée, 
augmenté de l'unité , ce qui donnera l'intégrale de- 
mandeée. 


EXEMPLE Ï. Intégrer la fonction différentielle ho- 
mogène 
(3x°+obxy—5y") dx + (bx°—6xy+3cy°) dy....(a). 
La règle de vérification d’exactitude enseignée à 
l’article (54) donne 
FR ee A Yi). Me —6y— ai ae AR V 
Ly dx 
donc la proposée est exacte. Cela posé, y substituant 


respectivement Îles variables x et y à la place de 
leurs différentielles dx et dy, et divisant le résultat 


par le degré 2 de la proposée +- 1 , on par 3, on aura 
[te)= 32° + 2bx°y —3xy* Pb t — 6xy° cv 
“a sai A bx°y — 3xy° + ke + const (*). 


Re a tr mm m6 ni A GT ES 


(*) M. l'abbé Marie à intéeré cette même fonction différentielle 


À PLUSIEURS VARIABLES, 3 
EXEMPLE II. Intégrer la formule différentielle 


fSes € LL ri 
au V/x 
— à [MINE au ira RUE .@), 


qui est homogène et du degré — à. 


Par le moyen des méthodes enseignées à l’article 54, 
on vérifiera que la différentielle proposée est exacte. 
Cela posé, substituant à la place des différentielles dx , 
dy, du et dz les intégrales respectives x , uetz; 
ensuite divisant le résultat par —i+Li—=—;};c *eêt- 
à-dire le multipliant par —2,ona 


SO)=—-au x V/y+u 2 V/x—au°/y+HAru V/y 
—4zuV/x+ozuV/x — ARTE +- const. 


319. REMARQUE Î. Je ne vois de long dans la mé 
thode enseignée précédemment pour intégrer les for- 
mules différentielles homogènes lorsqu'elles se compo- 
sent de beaucoup de variables, que le calcul prépara- 
toire qui est commun à toutes les méthodes connues 
pour opérer ces intégrations , et qui sert à vérifier si la 
différentielle proposée est exacte (art. 54).Je serais donc 
d'avis , vu l'extrême simplicité de notre méthode d’inté- 
gration, que quelle que fût la différentielle homogène 
proposée, l’on commençât par l'intégrer suivant notre 
méthode, sans vérifier préalablement si elle est exacte, 
et qu'ensuite on différentiât le résultat trouvé , ce qui 


dans ses Lecons élémentaires de Mathématiques , article 0938, 
page 384, édition de 1770 , par une méthode assez ingénieuse , 
mais beaucoup plus longue ei compliquée que la nôtre. 

Lie 
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devrait reproduire la proposée , si celle-ci était exacte. 
Dans le cas où la différentielle proposée et celle trouvée 
ne seraient pas identiques, on en serait. quitte pour 
avoir fait un calcul, à la vérité inutile , mais beaucoup 
plus court que s’il avait fallu commencer par recon- 
naître , suivant la méthode de l'article 54, si la pro- 
posée était une différentielle exacte. Par exemple, 
dans la seconde application de l’article précédent, le | 
calcul que nous avons fait, plus celui de la différentia- 


z 
_ tion de te Væ , demandent bien moins de temps 


et de mn pa la recherche des six équations de 
condition requises par la méthode de l'article 547, 
pour vérifier si une formule différentielle entre quatre 
variables est exacte. 


320. REMARQUE II. Si le degré de la formule diffé- 
rentielle homogène proposée est = — 1 , et si toutes 
les variables du dénominateur passées au numérateur 
par le changement des signes de leur exposant , ne 
donnent pas des termes différentiels de logarithmes 
tels que AxT'dx , alors notre méthodes ago te éga— 
Jement à l'intégration d'une telle formule différen- 
tielle; ce qui doit être , puisque le cas du degré nul 
pour la fonction homogène F (x, y, z....) que nous 
ayons considérée à l’article 56, et qui donne dans ce 
même cas, le degré de la différentielle = o—1 —=—:1, 
n’est pas exclu du théorème général démontré dans cet 
article. Cependant le résultat qu'on trouve en suivant la 
méthode précédente, laisse encore dans l'incertitude 
sur les vrais signes des termes, et admet quelquefois 
un facteur général constant qui ne doit pas être dans la 
vraie intégrale. Mais on rectilie ce résultat en même 
temps qu'on vérifie si la différentielle proposée est 
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exacte, en diférentiant le résultat trouvé, et en exa-— 
minant quels doivent être les signes des termes, ainsi 
que le facteur constant qu'on doit supprimer, pour que 
la différentielle trouvée par le calcul soit identique 
avec la proposée. Rendons ceci plus sensible par un 
exemple , en nous proposant d'intégrer la formule difFé- 
rentielle homogène du degré — 1 


AM + 02° dy—0xzdy+yzdx—2y2dz 
Fe ra 


La méthode d'intégration enseignée à l'article 318 étant 
appliquée à cette formule , donne 


— XYZ 22° y—222ÿ + Y2x —2y2° JE 


#(—1+1) 
2(2y2—2yz)+2(yr y)" 2(xyzty#) QG) .(b) 
yG—) ART ee | 


Or, nous remarquerons, 1°. que le rapport des numé- 
J=—1 


rateur et dénominateur nuls de 


qui absorbent 


1—1 
eux-mêmes les numérateur et dénominateur du der- 
nier membre de l'équation (b), étant égal à l'unité 
(voyez la note II du Calcul différentiel }, on aura 


a (æz—+ 2°) 
DAS NE € 
2°. qu'à cause que dans la première. valeur de f (a) 
C'équat, (b) 1, la quantité xyz — 2xyz + xyz ou 
2(xyz — xyz) peut être écrite sous la forme de 
22yz (1 —1), ou sous celle de— 2xyz (1—1), 
et que de même: 2yz* — 2yz° peut être écrit sous la 
forme 2yz° (1.— 1), ou sous celle —2yz(1—1), 
il s'ensuit queles signes de xz.et de z° dans l’équa= 


RO dit (Cÿià 


6. INTEGRATION DES FONCT.ET ÉQUATIONS 
tion (c) , sont encore indéterminés , et que le résultat 
de notre intégration est 

(2x2 2) 


fa) = Ÿ pie, (OS 


Pour déterminer les vrais signes qui appartiennent aux 
termes de cette intégrale , et en même temps pour 
vérifier ei la différentielle proposée est exacte , diffé 
rentions l'équation (d), ce qui nous donne 


2[ E yrds + yzdx + 92ydz  2x2dy 22° dy] 

TT TON Ne Dr 17 i 
Comparant cette différentielle avec la proposée, on 
voit d’abord qu'il faut supprimer le facteur général 
et constant 2 ; ensuite que xz doit être pris positif, 
et 2° négatif : ainsi la vraie intégrale de la proposée 
(a) est 


(a) = 


LÉ — 8 
FE 


Si la formule différentielle qu ‘on veut intégrer était 
celle homogène du degré — 1 
4£xydx + x°dy 


2yx* 


4. const. 


AAC) 


+ 


la méthode appliquée directement donnerait 


> 


5x°y 
[e) 


ce qui est un résultat absurde; mais si l’on avait passé 
les variables du dénominateur de la proposée (e) dans 
le numérateur, cette formule.serait devenue 


2x7 dx + + y dy ; 


d'où l’on voit qu’elle se réduit à deux termes qui sont 
des différentielles logarithmiques , et il est aisé d'en 


» 


À PLUSIEURS VARIABLES. d 
conclure que la vraie intégrale de (e) est 


(2° Vy) + const. 


321. En différentiant un monome Ax"y"zP,... d'un 
degré quelconque m + n + p + etc. , quels que soient 
ces exposans, on a ladifférentielle : 


mAz"—1y"2P....dx + nAx"y"—'2....dy 
+ pAx"y"2"....dz—+ etc.....(a). 


Or, j'observe 1°. que cette fonction différentielle est ho- 
mogène ; 2°. qu'elle renferme autant de termes qu'il y a 
de variables ; 3°. que chaque terme renferme toutes 
les variables , ou que du moins si l'une des variables 
manque dans l’un des termes , sa différentielle s'y 
trouve, ce qui aura lieu si l’exposant primitif de cette 
variable est l'unité. 


Ainsi toute fonction différentielle entre un nombre 
quelconque de variables qui sera exacte , et qui rem- 
plira ces trois conditions, pourra être intégrée com— 
plètement par la règle enseignée à l’article 318, et 
aura pour intégrale un: monome renfermant toutes ces 
variables. 


Cela posé, étant proposé d'intégrer une fongtion 
différentielle hétérogène entre plusieurs variables , et 
exacte, on rassemblera entre eux tous les termes 
qui auront les tro's conditions requises ci-dessus pour 
les différentielles des monomes , et tous ces rassem- 
blemens étant faits de justesse, puisque la différen- 
tielle proposée est supposée exacte, on les intégrera 
chacun particulièrement , en se servant de la méthode 
de l’article 318. La somme de toutes ces intégrales sera 
la vraie intégrale de la proposce. 


? 


8 INTÉGRATION DES FONCT. ET ÉQUATIONS 
_ EXEMPLE. Intégrer la fonction 


vydz -_xV/ydz 
OXZAX — A es 
= Mie 5 V2 7e LOÛRR 


_ Wzdy zdy At 
2vy FER 


Le premier terme renferme les trois variables x, y, z, 
et est du degré — + : conséquemment je cherche deux 
termes parmi les six Écrit de la fonction proposée, 
qui soient du même degré que le premier, dont l’un 
soit multiplié par dx, l'autre par dz , et qui contiennent 
les trois variables. Je trouve que les cinquième et der- 
nier termes satisfont à ces conditions ; je forme donc le 
premier rassemblement 


xdy adzf/y , dxV/y 
RAS UN Le nt vo 
Y F 
dont je trouve , par le moyen de la méthode enseignée 


à l'article 318, que l'intégrale est 


xVy _2æVy 1 axÿ/y _ xÿ/y 


ne er Ten Men NU 


Le second terme de la proposée étant du degré 2, 
et contenant que les deux variables x et z, il est 
aisé de voir. que son conjugué est le quatrième terme 
x°dz : ainsi le second rassemblement est 


2xzdx + x°dz, 
dont l'intégrale est 
Sx2-Hrxz ou x°z.....(b). 


. Enfin les deux termes restans qui sont les troisième 
et sixième , ayant les trois conditions requises , j'ai le 


“ 
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troisième rassemblement 


prit à fu dyyz 


- 32° 2vy : 


dont l'intégrale est 


3 La 3 
— 5 VzVy—25iVzVy où —VzVy....(e). 
Rassemblant les intégrales particulières (a), (b}) et 


(c), il vient pour l'intégrale totale de la fonction diffé- 
rentielle proposée , la quantité 


3 
LE + x°z — Vz Vy + const. 


322. Mais lorsque la fraction différentielle qu’on 
veut intégrer a un dénominateur multinome , Ja sépara- 
tion indiquée dans l’article précédent pour former des 
assemblages intégrables par la méthode de l’article 318, 
ne peut s’exécuter directement, et il faut alors recourir 


à l’artifice suivant. 


On fera le dénominateur de la fonction différen- 
tielle proposée, égal à une seule variable qui ne se 
trouve pas dans cette fonction ;on déduira de légalité 
qu'on a formée , la valeur de l’une des anciennes 
variables que l'on substituera dans la proposée , ce 
qui transformera cette dernière en une fonction diffe- 
rentielle dont le nombre des variables sera le même 
dans le numérateur , mais dont Le dénominateur ne 


sera plus qu'un monome à une seule variable ; ainsi” 


on rentrera dans le cas précédent, et lorsqu'on aura 
intégré la transformée, on y substituera la valeur de 
la nouvelle variable introduite en fonction des an- 
ciennes, ce qui donnera la vraie intégrale de la pro- 
posée. 
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EXEMPLE I. Intégrer 


xdy — xdz + zdx — ydx 
Een À ro D 

Faisons x —y +27 Eé, d'où 

Y=x+2—-E, et dy = dx +dz— di. 


Substituant ces valeurs dans la proposée (a) , on a la 
Edx — xd£ 


transformée RE ETRSE qui, étant homogène du de- 
gré —1,a pour intégrale 
Ex (1 —1 54 
AA) ou, + (art. 320): 
6,01 —11)) 5 


remettant dans cette intégrale la valeur de £, on aura 


æ 
= const. 
fa) = Hype ue 

EXEMPLE II. trs er 

dx + x°dy + dy + y'dx 

SE LR TE SE M SRE 0 es EN 7) 

(y. 1)" 

Faisant £—xy—.1, d'où 


Na 0, 


.. — — dx , 
Y=——, et DUREE MR LES 


x? 
# 


ensuite substituant ces valeurs dans la proposée (b) , on 
a la transformée 


dx  xdë d£ = | 
FU ee [te 


dont l or est 


sit aie = (art: 12122 


E 


4 
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donc l'intégrale de la proposée est, toutes réductions 
faites, 

T+Yy 

Ty — 1 

323. Voici une autre méthode pour intégrer les 

fonctions différentielles du premier ordre à plusieurs 
variables et exactes , qui pose sur un principe très- 
simple , et dont nous étendrons l'usage jusqu'aux diffé- 
rentielles à plusieurs variables qui renferment des quan- 
tités transcendantes de variables. 


+ const. 


Nous avons démontré à l'article 19, que représen- 
tant par U une fonction quelconque des JArADIeS 
T,Y,%..... ,» On avait 


dU = deU + d'U + ŒU + etc. [ équat. (27)]; 


donc indiquant par f7, fY, f*. .... les intégrales 
particulières d'une fonction différentielle de plusieurs 
variables x , y, z ...., en n’y considérant comme 
variable que celle placée comme ‘exposant du signe 
d'intégration f, on aura pour le cas où U est un po- 
lynome dont chaque terme est affecté de toutes les 
variables æ, ÿ.,2...., et toujours pour le cas de U 
monome, la suite d’égalités 


U= fdU = fHPU — f'd'U , etc.....(a), 


ou représentant , comme à l’article 20, par f”"(U), 
PDA PALD ETES les coefliciens de dx@dy, dz..... 
dans les différentielles partielles effectuées , on aura la 

suité d’égalités («) qui deviendra : | 


U=/f*f=(U)dx=f'f}(U)dy=f"f" (U)dz, étc.,.(281); 
donc, généralement, pour intégrer une fonction difFé- 
rentielle hétérogène du premier ordre entre un nombre 
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quelconque de variables, 27 faut rassembler tous les 
termes qui renferment chacun les mêmes vartables , et 
gui sont successivement multipliés par la différentielle 
de l’une de ces variables, en regardant comme termes 
qui renferment toutes les var LUE ceux où l’une d'elles 
manquerait , mais qui serait müultipliée par la différen- 
tielle de la variable absente. On formera autant de 
pareils rassemblemens qu’on le pourra, et chacun d'eux 
sera, st la proposée est exacte, la différentielle d'un 
monome ou d'un polynome dont chaque terme est affecté 
. de toutes les variables qui se trouvent dans le rassem- 
blement différentiel correspondant ; ensuite on intégrera 
dans chaque rassemblement les seuls termes affectés 
d'une méme différentielle de variable par rapport à 
cette seule. variable ; et la somme de toutes ces inté- 
grales particulières sera: l'intégrale totale demandee. 


EXEMPLE I. Jntégrer 


à ya, Fes 
dx + avr + y + oxydy. (a). 


Tous lee termes de cette fonction différentielle ren- 
fermant toutes les variables ‘x .et y forment un -seul 
rassemblement, et son intégrale, si elle est exacte, ne 
peut être qu'un polynome dot chaque terme est 
affecté des deux variables x et y. Donc intégrant par- 
ticulièrement par rapport à l’une des deux variables ; 
pe CFREr 5 celle æ,ona Us 


fc) =f Ça ee D a 


En intéant particulièrement par: rapport à y, 
on à | | | 


: 
\ 
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fa) me fs CE rs) = VyVx+xy.…..(c). 
| (rs 


Ces deux résultats étant identiques, nous prouvent que 
la proposée est exacte , et que nous ayons trouvé sa 
vraie intégrale. 


EXEMPLE Il. Intégrer 


1 
bpydz— . bdy Y/y—+apzdx+adx Vy—bpzdy— à axy dy—apxdz (d) 
nn …. / . 


h QE DZ) Le | 
Faisons 4/y +- pz —Ë, d'où 
€ > vy ati de de bis 


je p_ 2PVYy 
Substituant ces valeurs dans la proposée (d), réduisant 
et faisant les rassemblemens convenables prescrits dans 
la règle précédente, parce que les trois variables 
x,y et £ ne se trouvent pas réunies dans chaque 


terme de la transformée, on aura 


by __ bb | radz __ axdi] 
ee lt Æ ... (@- 


Prenant l'intégrale particulière du premier rassemble- 
ment par rapport à y, et l'intégrale particulière du 
second par rapport à x, on aura 


A MAS RAI RC : 
f@= fe ++ = ++... 0. 


Les intégrales particulières des premier et second ras- 
eemblemens par rapport à £ auraient donné le même 
résultat (f) ; donc on a réellement 


ax — by 


f{) = 


+ const. ; 
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et substituant dans cette dernière équation la valeur 
de £, on a pour la vraie intégrale de la proposée (d) , 
la formule 


Dr ñ ; + const. 


324. REMARQUE. Il peut arriver que dans les rassem- 
blemens prescrits suivant la règle de l’article précédent, 
il y ait des termes dont l'intégrale particulière se trouve 
fort aisément, et d’autres dont l'intégrale particulière 
soit fort difficile à trouver ; il est donc alors à propos, 
lorsqu'on a pris dans chaque rassemblement D'ÉTÉ 
particulière la plus aisée à obtenir, de vérifier l’exac- 
titude de la proposée, et par conséquent la réalité de 
l'intégrale totale trouvée, non en cherchant l'identité 
des intégrales particulières de chaque terme dans cha- 
cun des rassemblemens , ce qui serait trop difficile 
d'après la supposition précédente , mais en différen- 
tiant le résultat trouvé, et en examinant si la formule 
différentielle obtenue par le calcul, est identique avec 
la proposée. Par exemple, si PS dvait à intégrer la 
fonction différentielle 


2dy — y (3x°— a) dx | ) 
2x — ax +bY (a), 
il faudrait prendre l'intégrale particulière du terme 
À 10e) COMORES 
VCxÿ— ax + b)” 


que l’on trouve sans peine être 


A re ; et au lieu de prendre l'intégrale 
HA …__ +: —ÿy(3x°— a) dx 
. particulière du second terme PT DEA AA à VU SELLE 


pour vérifier si le résultat qu’on obtiendrait serait 
identique avec celui obtenu par l'intégration particu- 
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lière du premier terme, et par conséquent si ce ré 
sultat est l'intégrale demandée, il est plus simple de 

ifférentier la première intégrale —— 7 : 
différentier la p 8 DORE ESS 
et de voir si‘sa différentielle est identique avec celle 


proposée (a). C’est ce qu'on trouve être yrai dans 
l’exemple‘actuel ; donc, etc. 


325. En différentiant un monome variable , tel que 


ayS. si (lx)", il est clair que si dans le terme où on 
différentie partiellement par rapport à /x, on met la 


dx : ; nié 
valeur — de dx, ce terme sera d’un degré moindre 
TZ 


d'une unité que les autres, lesquels sont homogènes 
entre eux, en considérant la variable logarithmique 2x 
comme les variables algébriques y, z...; donc d’après 
cette remarque et la méthode enseignée à l’article 323, 
il sera très-aisé d'intégrer les différentielles exactes où 
il entre des logarithmes de variables telles que /x ; 
car mettant dans le terme où /x est d’un degré moindre 
d'une unité, la quantité xdlx à la place de sa valeur 
dx, on rétablira l'homogénéité nécessaire aux termes 
de chacun des rassemblemens qu’on doit former pour 
l'exécution de la règle prescrite à l’article 323. 


Rendons ceci plus sensible par l'exemple suivant. 
Intégrer la fonction différentielle et transcendante 
8y* (x) dx 2 (/x)*ydy 2dy  ydz 
s zx) y) LE l 
2y (/x) dy zyd£ 
ZE HUE £ (EX ….. (a) . à 


Je vois que des trois termes qui sont chacun fonc- 
tions des-seules variables x , y, ou de leurs logarithmes, 


\ 
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savoir , les premier, second et cinquième termes ; le 
premier a la variable /x élevée à une puissance moindre 
d’une unité que les deux autres, et le dernier a l’ex- 
posant — 3 de /y moindre dns unité que celui — 2 
de la même variable dans les deux premiers termes. 
Je substitue donc xdlx à dx dans le premier terme, 

et ydly à dy dans le troisième des trois termes en 
question. De même l’exposant — 2 de /£ dans le der- 
nier terme du polynome différentiel (a), étant moindre 
d’une unitè que celui — 1 de la même quantité dans 
les troisième et quatrième termes qui, comme le der- 
nier, sont fonctions des seules variables z, y et £; je 
substitue à la place de d£ sa valeur EdI£ ; ces substi- 
tutions étant faites, et opérant les rassemblemens 
prescrits par la règle de l’article 323, j'ai 


E (x) dlx " 2(/x)*ydy ._ sy° DRE 
(y) (y) . y 
zdy ydz zydië 
one ee GO 


_ dont l'intégrale est 


Ya(Ix)ydy _ f'zdy y 41 
er PAT EAU DA SE 


Il est aisé de vérifier, d’après une des méthodes ensei- 
gnées précédemment , que cette dernière quantité est 
la vraie intégrale de la formule différentielle pro- 
posée (a). 

826. Il peut arriver que dans un polynome diffe- 
rentiel dont une partie des termes est affectée du lo- 
garithme d'une variable, et dont l’autre partie est 
algébrique, il y ait dans ces derniers termes quelqu'un 
d'eux qui doive s’assembler avec de ceux transcendans, 


puisque 
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puisque /x étant élevé à la seule première puissance, 


sa différentielle — ne laisse plus aucune trace de 
x 


transcendance ; mais il est aisé , lorsqu'on a un pet 
l'usage du calcul, de trouver parmi les termes différen-. 
tiels algébriques , ceux qui, si la proposée est exacte, 
doivent se grouper avec des transcendans. Par exemple, 
soit proposé d'intégrer 


zdylx + ydxix + xdz + ydx+ zdx......(a). 


Il est aisé de voir que les troisième et dernier termes 
de ce polynome différentiel ne peuvent être assemblés 
avec les deux premiers, puisqu'ils sont affectés de la 
variable z qui n’est pas dans les deux premiers termes ; 
donc le terme cherché renfermant la différentielle de 
1x, ne peut être que l’avant-dernier terme ydx de (a) : 
en effet , y substituant æd/x à dx, et groupant à 
l'ordinaire les termes de la proposée (a), elle devient 


Cxdylx + ydxlx + yxdlx | + xds + zdx], 
et son intégrale est 
= f'xlxdy Æ Fra == xylx + xz + const. 


827. Nous n'avons précédemment considéré parmi 
Jes différentielles exactes qui renferrhent, des transcen- 
dantes logarithmiques , que celles. où se trouvent les 
puissances quelconques des logarithiiques d'une seule 
variable : examinons maintenant tous les autres Cas , 
lesquels peuvent être réduits aux suivans : 
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dE pr = PP OITE 4 on (xryry"— dy... (a): 


y" Fr __ _npy"dz MS 
d Po AS op in OF 


dy" C2 Gran = PI EPA EE 


ngy" [1 ie dz 


. —© + m La) Try dy.… (0): 


J% my dy __ __ npy"de 
srl derr-cnenr 


ne 8 
TTC) (d); 
tea npy re (ax PE st) are Tdæ 
ACC (ax? £a) ]T— RPC EE 
… 2qy"C/Çaxr E 2) 17287 dz 
age ET NT ES EE nee TU 
+ m C QE 2 0 SAT à AE ROBE (e) ; 


my" d 
reel cer 
anpy"xP— dx 
HO E LA) PCR 24) }+1 
nqy"21"1dz ‘ 
paris Caar 21) Li(ax En) Sin o.s siore GTis 


d[y"CZ2Cax Æb)} = my" dy [I(axr LB) 


em" CIC ar BJ ar de @, 


axP € b 
d [ y" = LATIN DIE: die 
Fi (axP=rb )]" CZCaxr by" 
anpy"xP dx | 7. 
se Cax Eb)[l(ax 6) je sta Q'ate so" ( 13 
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Îl est aisé de voir, 1°. qu'on rendra homogène chacuné 
des deux équations (a) et (b), en substituant à dx sa 


xd (/xP 
valeur A) 2°, Que quand on aura, comme dans les 


équations (c) et (d), des termes affectés de logarithmes 
de produits de plusieurs variables x, y..... élevées à 
des puissances quelconques p , q..... , On aura autant 
de termes dans lesquels la puissance du logarithme sera 
moindre d’une unité que la plus haute puissance, qu’il 
ÿ aura de variables dans le produit affecté de la lettre 
caractéristique /, et qu’ainsi on rendra ces termes 
homogènes , en substituant respectivement à dx, dz... 
dans les termes affectés de ces différentielles, leurs 
4). 55 COtAr RES) zdl (xP , z1.. cd etc, 3. Que 


LE] 


s’il se trouve dans une fonction différentielle exacte 
qu'on vent intégrer, des logarithmes de polynomes dont 
tous les termes sont variables comme dans les.équa- 
tions (e) et (f), ou partie variables, partie constans 
comme dans les équations (g) et (h), il faut grouper 
les semblables ; et lorsqu'on voudra ou qu'on sera 
obligé d'intégrer partiellement par rapport au loga- 
tithme du polynome variable , il faudra faire ce poly- 
nome affecté de la lettre caractéristique /, égal à une 
variable quelconque étrangère à la fonction donnée, 
ce qui réduira à un seul terme variable, tous les termes 
variables du polynome; et alors il sera fort aisé de 
prendre l'intégrale partielle du logarithme du polÿnome 
fransformé par rapport à ce logarithme d’une seule 


variable. 


Rendons ceci plus sensible par un exemple, en nous 
proposant d'intégrer la fonction différentielle 
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dx (1) Gsuxdx{ {(x° +u)}(2) F4 ÿ/xdy (3) 

2YV x x? Ru ÿ° 

us (6) , my" "dy(6} 

“+s C/(x+u) du (4) + ——— LNTE ZT 
M RUE) A a 2e AS D Mme 

7, (ANT (lxP}r+t £ [ L (xP21 mere 
de p (n+1) y'lzdx (10) LEA 3su [{(x? + u)}du (1r) 
va (x jee x Lu 6. 


ne LE Le bei nine u[Z(xt+ uw) Vds (r4) 


nqy"dz (15) (y, | 


7 z{l(æa)e de 8 ee 


dans laquelle les indices (1), (2).... mArquent le rang 
des termes où elles se trouvent. 


Pour faire les rassemblemens prescrits par la règle 
de l’article 323, nous commencerons par ceux des 
termes algébriques et qui n'offrent aucune diflicuité, 
savoir, le terme (1) avec celui (3), ensuitelestermes (5}, 
(12) et (13). Passant aux termes transcendans , nous ob- 
serverons que le terme (2) doit avoir ses conjugués dans 
ceux (4), (11) et (14); cependant il paraît y avoir 
dans ce rassemblement un terme de trop, puisqu'il n’y 
a, à proprement dire, que trois sortes de variables à y 
considérer, savoir, u ,set {/(x’—+u) ; maisil est aisé 
de voir , après un peu de réflexion , que les second 
et onzième termes se réduisent à un seul. En effet, 


PA UN À QE re 
G)+ Q5) = peer Coxdr + du) 


RL nm On NE A TU CU) à 


Wu 
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ainsi l'assemblage des quatre termes (2), (4), (11) 

et (14) ne donne qu'un trinome homogène du troi- 

sième degré qui satisfait aux conditions exigées par la 
règle de l'article 323. 

Le terme (6) a évidemment ses conjugués dans Îles 

termes (9) et (15), et le trinome (6) — (9) — (15) 


peut se rameñer à un simple binome entre deux va- 
riables y et /(x?z1). En ‘effet, 


2 Ling fpdc LE), 
QHGN= TT ( x Î z » 
Mais ce dernier facteur binome peut s'écrire sous la 
forme _ 


pxP—'dx qg217dz 21d,xP4-xPd .21 


ee 


xP 21. XIZ1 
d (xPz1) Hinbpes 

a ee — ? -. 

ES 7 ASE (xPz1 ) ; 


donc s 
ny" di (xPzt) 
(9) + Q5)— COPIES 


ainsi l’assemblage de ce terme et de celui (6) donne 
un binome homogène du degré m— n— 1 entre les 
deux variables y et 7 (xPz?). 


Enfin, les conjugués du terme (7) sont ceux (8) et 
(10), et il est aisé de voir que l’on rendra le trinome 
(10) — (7) — (8) homogène du degré m —n — 1 entre 
les trois variables y, /z et lxP, en mettant dans le 
terme (10) la quantité d./x? à la place de son égale 


dx . Day 
, et substituant dans le terme (7) la différentielle 


d,l3 à la place de son égale ©. On pourra dono 
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rassembler la fonction différentielle proposée (2) ainsi 
qu'il suit: 
GG) O)+(2)-G 5) HC)+ A+ G1)+G4)] 
HL(6)—(9)—(5)1+LG0)—(7)—(8)]....- (); 
et intégrant partiellement dans chacun de ces rassem- 
blemens, un seul terme à volonté, et par conséquent 
le plus aisé à intégrer , on aura ,‘si la fonction diffé- 
rentielle proposée (1) est exacte, 


à 
/ ZT ar / 
fo=- f _- +f DE + pi 140) Y'sdu 
DER JS EE 
L'Z Y ’ Z 


2 4"lz 
+ LG —u) | Se ——© C j ns NULS + const. 


+ 


Si nous avions voulu prendre l'intégrale partielle du 
troisième assemblage [ form. (k)], par rapport à 
Î(x°+u), nous aurions fait, 


\ he dt — du 
x tu—t, d'où td = ——— ;, 


et mettant ces valeurs dans les second et onzième 
termes de la proposée, ils se seraient réduits au seul 


terme He ou Bus (lt)*d.lt, dont l'intégrale 


partielle f# est 

us (H)=usT l(x Hu}, 
comme nous l'avons déjà trouvée par l'intégration par- 
tielle par rapport à w du quatrième terme de la pro- 
posée (z). 


328. REMARQUE I. Il nous serait aisé de démontrer 
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de même que nous l’avons fait précédemment relative 
ment aux différentielles exactes affectées de logarithmes 
variables, qu'on pourrait aussi se servir de notre mé- 
thode d'intégration partielle, pour intégrer les fonc- 
tions différentielles exactes renfermant des arcs de 
cercle variables , c'est-à-dire ayant pour lignes trigo- 
nométriques des fonétitol variables de x, y, 2:... Mais 
à cause qu’un peu de réflexion de la part de nos 
lecteurs, suppléera aisément aux démonstrations que 
nous donnerions , et qui exigeraient un trop grand 
échafaudage de formules et de calculs, et que d’ailleurs 
des quantités transcendantes par les arcs de cercle, on 
peut revenir à celles transcendantes par les logarithfhes 
[ équat. (186)...(191)], nous passerons oùtre. 


329. REMARQUE II. "ae l'intégrale 
Lilas Fe ui nes 0" s 


de la différentielle exacté dU qu'on veut intégrer , ily a 
quelqu'une des quantités transcendantes élevée à la 
première puissance , et non multipliée pat une fonc- 
tion algébrique ou même transcendante ; alors la difFé- 
rentiation ne laissant plus aucune trace de ces quantités 
transcendantes , la différentielle U ne se présente plus 
que sous une forme purement algébrique , et par con- 
séquent, il sera extrèmement long et difficile, même 
pour le calculateur le plus exercé , de réduire la pro- 
posée dU sous une forme qui mette en évidence les 
différentielles des quantités transcendantes. Par exemple, 
ce ne pourra être que par tâtonnement et aprés un grand 
nombre de tentatives, qu'on parviendra à mettre la fonc- 
tion différentielle ? 


s° Vrdr +4x Vaxdr+h4rv Vady-127 dy —2v UT an 2 Vrdrx 
2y°?x VaHôx’ Yart2y 3x8 x 
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sous la forme 


dx dx 2V/xdx 
NP ES 2 NEA 
VxTY a 

ÿ 


à 


qui est favorable à l'intégration, et d’où l’on conclut, 
sans peine que l'intégrale de la proposée est 


ICVxz—7y)— arc (rang — 0 + const. 


CHAPITRE II. 


Des équations différentielles du premier ordre & 
plusieurs variables , et examen des formes 
qu’elles doivent avoir après la differentiation 
immédiate des équations primitives, dans 
lesquelles on a isolé la constante qui doté 
étre éliminee. 


330. Ur équation différentielle qu'on veut inté- 
grer , et dans laquelle tons les termes sont réunis dans 
un seul membre, se présente presque toujours sous 
la forme d’un Bobo différentiel égalé à zéro, dont 
les termes sont privés de dénominateurs, et n’ont pas 
cle facteurs communs ; car s’il y avait eu des dénomi- 
uateurs dans quelques termes , ils auraient disparu par 
la multiplication de l'équation par le produit de ces 
dénominateurs, et s’il y avait eu un facteur comipun, 


+ eu 
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il aurait disparu par la division de l'équation par ce 
facteur commun. 


Or, l'équation primitive de l'équation différentielle 
proposée, peut avoir , 1°. la constante qui a disparu 
dans la différentiation, combinée avec les termes va- 
riables par simple voie d'addition ou de soustraction, 
et alors elle a pu être isolée dans un seul membre de 
l'équation primitive sans donner de dénominateur au 
polynome variable. 2°. Cette même constante pent être 
combinée dans l'équation primitive par voie de multi- 
plication avec des termes variables, et alors elle n a pu 
être isolée dans un seul membre qu’en donnant un dé-. 
nominateur variable à l’autre membre. 


D" 


331. Considérant d’abord les équations primitives où 
la constante éliminée ne se combine que par voie d’ad- 
dition ou de soustraction avec les termes variables ; 
J observe , 1°. que si dans une pareïlle équation tous les 
termes variables sont algébriques , et si les exposans des 
variables sont des nombres positifs entiers ou fraction- 
naires, mais > 1; enfin, s’il n'y a pas de facteur va- 
riable commun à tous les termes du polynome variable, 
ou du moins si ce facteur n'est élevé qu’à la première 
puissance dans l’un des termes; alors la différentielle 
de cette équation sera la différentielle exacte du po- 
lynome variable de l'équation primitive, ce qu'on 
pourra reconnaître à priori par kes méthodes enseignées 
à l’article 54; ainsi l'intégration de l’équation différen-- 
tielle proposée s’obtiendra dans ce cas-là , comme celle 
des fonctions différentielles exactes que nous ayons 
appris à intégrer dans le chapitre précédent. 


332. 9°. Si tont restant dans l'équation primitive 
gomme dans le cas que nous venons d'examiner , avec 


ré. 
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cette seule différence que nous supposerons ici que 
quelqu'un des exposans des variables est positif, frac- 
tionnaire et <Z 1, alors la différentiation par rapport 
à ces variables, rejetant dans des dénominateurs ces 
mêmes variables avec des exposans fractionnaires , et 
ces dénominateurs ayant disparu dans l'équation diffé- 
rentielle proposée , celle-ci ne sera plus la différen- 
tielle exacte du polynome variable de l'équation pri- 
mitive. Mais il est assez aisé dans ce cas-là , de rame- 
ner la proposée à la forme convenable qui rend son 
polynome différentiel , la différentielle exacte du poly- 
nome variable de l'équation primitive. 


833. 3°. Si tous les termes du polynome variable de 
l'équation primitive sont multipliés par un facteur variable 
dont l’exposant est > 1, alors il est évident qu'après 
la différentiation , il restera encore un facteur variable 
commun à tous les termes de la différentielle qui a 
disparu dans l'équation proposée ; ainsi il faudra ré- 
tablir ce facteur pour pouvoir effectuer l'intégration. 


334. 4°. Si enfin il y a dans l'équation primitive des 
termes variables transcendans, et si ces quantités trans- 
cendantes sont isolées, c’est-à-dire, non affectées de 
facteurs variables algébriques ou transcendans ; alors la 
différentiation d’une pareille équation ne donne que des 
termes différentiels algébriques. Mais ceux de ces termes 
provenant de la différentiation des quantités transcen- 
dantes, sont affectés de dénominateurs variables qui ont 
disparu dans l’équation différentielle proposée ; ainsi 
cette dernière , sous la forme où elle se présente, n'est 
pas la différentielle exacte de la proposée. 


335. Considérons enfin l'équation primitive lorsque 
Ja constante qui doit être éliminée dans l'équation 
différentiellé proposée , est engagée avec des termes 
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variables par voie de multiplication ; et pour fixer les 
idées , représentons une telle équation par celle 


NT F(x,y...)+f(x,y...)—0.i..(a), 


dans laquelle la lettre c représente la constante qui ne 
se trouve plus dans la différentielle proposée. Diffc- 
rentiant l'équation (a), on a 


dE (x, y) + cdf(x,y)—=0... 6); 
éliminant c entre les équations (a) et (b), il vient 
F (x; y) df (x , y) — f(x, y)dF (x, y)—=0...(c) à 


L 0 le premier membre n'est pas la différentielle de 

équation primitive après l'isolement de la constante c, 
mais seulement le numérateur de la ren ele 
exacte. En effet, isolant c dans l'équation (a), 1l 
vient celle 


qui étant différentiée donne 


Tf C,y)F 


On voit donc qu'il manque au premier membre de 
l'équation (c) , pour être la différentielle exacte de 
j'équation (a) mise sous la forme (d) afin d'éliminer 
la constante c , le dénominateur [ f (x,y)]* (*). 

336. Il résulte de cet examen des différentes formes 


que doivent avoir les équations différentielles , d'après 
- celles des équations primitives, qu'excepté le premier 


(*) Tonte cette théorie est conforme à ce que nous avons dit à 
Particle 29. 
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cas traité à l’article 331, il faut dans tous les autres cas, 

user de certains artifices pour ramener l'équation difFe- 

rentielle proposée à une forme convenable à l'intégra- 

tion qui doit reproduire l'équation primitive. Nous 
ailons finir ce chapitre par donner un exemple pour 

chacun des deux premiers cas ( art. 331 et 352), et 

nous traiterons les autres cas dans le chapitre suivant, 
en n’y considérant d’abord que les équations différen- 

tielles entre deux variables. 


EXEMPLE I. fntégrer l'équation 
(3yV/x+2y°) dx + (2V/x° + 6xy° ) dy —0...(a). 


Nous servant de l'équation de condition (52)[art. 54] 
pour déterminer si le premier membre de la proposée 
est une différentielle exacte, nous avons 


d'(ByVx+o2y) NC (2 a+ 6xy°) 


L'exactitude de la proposée étant prouvée, nous 
aurons, en nous conformant à la règle RG à l'ar- 
ticle 208 | l'équation 


fa) = fFay*dx + fray/xdy —y°x + yVx—= const, 
dans laquelle la constante arbitraire comprend le divi- 


seur constant 2 après la division de toute l’équation par 
le facteur commun 2 du premier membre. 


EXEMPLE Il. Jntégrer l'équation 
10ax? ÿ/z! V'udy + 20axy{/u /z'dx — 5bzdu 
— obudz —0......(b). 


Il est aisé d'observer que les deux premiers termes 
cle la proposée renferment les quatre variables, et rien 
que les différentielles de deux de ces variables, tandia 
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que les deux derniers termes renferment les diférenz 
tielles des deux autres variables, et seulement deux des 
quatre variables : il n'y a donc d’autre moyen de ra- 
mener la proposée à la forme convenable aux intésra- 
tions des fonctions différentielles exactes, que de déli- 
vrer les deux premiers termes des deux variables qui 
sy trouvent sans leurs différentielles; c’est ce qu'on 
obtient aisément , en divisant toute l'équation par 


té 
VztVu ,et l'on a 


(ioux°dy+20axydx) — RÉTE FUME 0. 
vz' 


Donc si la proposée est exactement intégrable, son 
intégrale est 


f'ioax* dy — of V eye Hague ; 


comprenant dans la constante arbitraire le facteur 0,1 
provenant de la division de l'intégrale par le facteur 
commun 10 du premier membre. 


CHAPITRE I. 


% 
De l'intésration des équations différentielles dis 
premier ordre a deux variables. 


337. | ,onsQuE le membre de l'équation différentielle 
proposée où se trouvent réunis tous les termes, n'est 
pas une fonction différentielle exacte , ou ne, peut s’y 
ramener aisément par la division, alors il faut recourir 
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à d'autres moyens pour intégrer ces équations, et l'un 
des premiers moyens quon emploie, est celui de la 
séparation des vartables, c'est-à-dire, que l'équation 
différentielle proposée étant 


1 À ON Re ESS € Ÿ 


on cherche à .la ramener à la forme 


LA 
f(x) dx +f y} dy 
et alors on n’a plus qu'à intégrer des fonctions difFé- 
xentielles du premier ordre à une seule variable. 

338. La séparation des variables peut toujours s’ef- 
fectuer sur les équations différentielles à deux termes ; 
car de telles. équations ne peuvent se présenter que 
sous des formes dont la plus compliquée est celle 


XYdT = XX dy — 0.:... (282), 
en représentant par X et X” des fonctions de la seule 
variable x, et de même pour Ÿ et Y” relativement à 
la variable y. Or, divisant les deux termes de l'équa- 
tion (282) par X’Y , on a l’équation séparée 

X Me 

x dx ++ dy = osisxs:(a83), 
dont l'intégration rentre dans les cas que nous avons 
déjà traités dans la première section. 

339% Toute équation différentielle homogène à deux 
variables se peut transformer en une autre, dans laquelle 
la séparation des variables s'opère fort aisément. En 
effet, soit représentée par 

F(x,y)dxz+f(x, y) dy —0....(284), 
une équation homogène du degré n ; faisant 


Y'a de (289), 
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d'où 
dy = xdz + zdx, 


et substituant ces valeurs dans l'équation (284), ce qui 
nous donnera la transformée 


x"F' (z) dx + x"f”(z) (zdx + xdz) —0, 
CE" (3) + 2f° GES] dire hs ads 


d'où l'on tire l'équation séparée 


ou 


de f”(z) dz l 
r _ F@+y @; 


et intégrant , il vient 


F3 f" (z) dz 
rs - fr ENTUE a) at À const....(286). 


Il est clair que si l’on fait 


Z —yz.:...(287), 


on trouvera par le même calcul que le précédent , 
une équation de la forme 


F" (z) dz 
= CPP Oo rs jf e (208). 


Nous ayons successivement considéré les deux € équa 
tions (285) et (287) servant aux transformations res- 
pectives de la proposée en d'autres équations où les 
variables sont séparées, afin que si l’une de ces deux 
équations conduit à une transformée dont le second 
membre est trop difficile à intégrer , on recoure à l’autre 
qui, bien souvent , donnera une transformée qui s’inté= 
préra beaucoup lus aisément. 


APPLICATION I. Intégrer l'équation différentielle 
homogène 


axdx + bydx + exdy + gydy —0...., (289). 


L 


= 
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Si l'on avait b—e, il est clair que le premiér 
membre de cette équation serait une fonction différen- 
tielle exacte , et l’on trouverait sans peine que lin- 
tégrale de la proposée serait 


ax® + 2bxÿ + gÿ° = const. 

Mais si les deux coelfficiens b et e ne représentent pas 
des quantités égales, le polynome différentiel de l’équa- 
tion (28q) ne pourra jamais être rendu exact, et ce- 
pendant nous trouverons par la méthode enseignée pre- 
cédemment , l'intégrale de la proposée (289). 

Comparant identiquement les équations (284) et 
(289),ona 


F(x,y)—=ax+by et f(x, y) —= ex + gy. 


Ensuite prenant pour opérer la transformation, l'équa- 
tion (285), ce qui, évidemment, donnera un résultat 
aussi simple que si l’on prenait l'équation (287), puis- 
que la proposée est symétrique par rapport aux deux 
variables, on aura 


F'(z)=a+bz et f(z)—=etpz 
Substitwant ces valeurs dans l'équation (286), il viendra 


— 2: dz | ; 


z ————— #4 const. (er 


Or, il Due arriver trois cas, ei 
1°.4ag > (b—e)"; 2°. 4ag —(b+e)";5°. 4ag << (b+eY*. 
Dans le premier cas, nous servant de l’équation inté 


grale (180) L'art. 241 |, en y substituant la -lettre z 


& 
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à celle x ; ensuite mettant à la place de zsa valeur 


M C'équat. (285)], réduisant et comprenant dans une 
E 


sèule constante indéterminée, toutes celles qui se com 
binent avec elle par voie d’addition et de multiplica= 
tion, nous aurons pour intégrale de la proposée, dans 
le cas de 4ag > (b+e}, 

SC289) = 2 (gy* +(b + e) yx + ax?) 


ps Une oO) 
 Véag—(b+ey xÿ/ 4ag— (b+-e) 
ch 7) 1 ES ENS sp... (290). 


. 
1x — CHE LME à 
a e a 2 
(ét) 1107 


Or, ces deux derniers binomes différéntiels sont res 
pectivement dans les second et troisième cas d'intégra+ 
tion immédiate ( art. 212 et 213 ) ; ainsi effectuant ces 


intégrations, substituant à la place de z sa valeur Ÿ - 
æ 
faisant attention qu'à cause de 4ag—=(b<+-e), on a 
Eu: RE | 
V'ag— e — 
| : 
‘seule constante indéterminée toute la fonction des seules 


constantes, on aura pour le cas de 4ag — (b +. e})°, 


__ (b—e)x à 
[(289) = xVa+yve +2Vgl(xV/aty V8) 


= Const,......:.,...,:,(291) 
3 


ER 
, réduisant et comprenant dans une 


2: 
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bte à. 
“are Z + 
/ LA e} 
pouvant se décomposer en deux facteurs réels 
(z+m)(z<+n), alors l'intégration de l'équation 
(a) se réduit à celle des deux fractions difFérentieltes 


dz mr | z2dz 
G+m)@+n Ÿ GEmG+n)’ 
ce qui, d'après ce que nous avons enseigné au cha- 
pitre II de la première section, n'offre plus de diffi- 


cultés réelles , mais quelques longueurs de calculs qui 
mènent pour le cas de (b +e)° > {ag , à l'équation 


Dans le troisième cas , le trinome z° + 


b—e 
8Q = ———— DE 
S(289) Verde 


l feet 9 seen) —Const...(299). 
2gy+xlb+e—V (b+e)—/ag 
II. Jntégrer l'équation 
aydx —[ax — xx + yy ]dy —0..... (b). 
Comparant identiquement cette équation ayec celle 
© (284),ona : 
F(x,y)=ay et f(x, y)——[ax— V'ax+yy]. 


Ensuite prenant pour opérer la transformation, l’équa- 
tion (285), c’est-à-dire , substituant dans les deux 
équations précédentes zx à la place de y, et suppri- 
mant x, il vient ù 


F'()=cez et f()——(a— V1 +22); 
enfin substituant ces deux valeurs dans l'équation 


(286),ona 
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Et (a—V1+22) ds adz 


= — 54 co 
zV/ (+22) 2Vi Hz Eu 
Quoique l'intégration de la fraction différentielle 
Despnnelles É , n'offre pas de grandes diffi- 


[ae nus ra 
cultes d'aptés ce qui a été enseigné au chapitre IIT de 
la première section ; cependant les calculs à Faire sont 
assez longs , ce qui nous engage à chercher si la trans 
formation par le moyen de l'équation (287) n’abré- 
gera pas.les calculs. 


Substituant donc dans les équations 
F(x,y)=ay et f(x,7)=—[er-Va +1, 
la quantité zy à la place de x , et supprimant y,ona 
F'G)—=a et ff()=—[La—V/e—i1]; 
ainsi l'équation (288) donnera dans cet exemple 
y —=—a | — de 
V2 + 1 
d’où l’on déduit tout de suite, par'le moyen de la 
formule (138) [ art. 207 |, 


dy = — IC 3 + V/z° + 1 [+ const. 


Substituant à la place de z sa valeur di [ équat. (287) , 


+ const. ; 


passant tous les termes variables dans le premier mem- 
bre , mettant Z const. à la place de const. ; enfin 
passant des logarithmes aux quantités naturelles, on 
a l'équation 


L DEL . 
Rp ES Rein D const. , 
(æ + V' x’ + y) 
qui est l'intégrale de la proposée (b). 


er” 
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34o. J'ai donné assez détendue à la première ap 
sletiôn de l'article 359, parce que c’est à l'intégras 
tion de } équation (289) que se ramène celle de l’équa- | 
tion À | 
(h+ ax + by") dx! + (itex'+py) dy =0...(293), | 
quoique cette dernière ne soit pas homogène. Ent 
effet , faisant 


x'=xc+e et y —=7y+0....... (a) , 


les lettres w et d représentant des quantités indéter= 
minées , on aura la transformée 


(A + ao + bd + ax + by) dx | 
+ (1+ew + gd +er+py) dy =o, k 
et faisant , à cause des indéterminées w et à, 4 


h+aw+bd—=o et 14e +od =o, 


La ghis DE __@i— eh 
À Dis be. es et Liz Se .(b), 
l'on n'aura plus qu'à intégrer l'équation (289); ainsi 
“mettant dans les intégrales (290), (291) et (292), 


respectivement correspondantes aux trois cas, 


LI 


3 
4as =(b+e}, 
# < 
les quantités 


h — bi ai — eh 
/ e / 
x + em! QT À — 
— be Ÿ ag — be 
à la place de ni respectives x et y, on aura exac= 


tement l'intégrale de l'équation (293) dans les trois cas 
en question, 
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Cependant cette méthode est en défaut lorsque 
ag — be, puisqu'alors les valeurs de « et de à sont 
infinies ; il faut donc dans ce cas-là , recourir à un autre 
Ris pour intégrer l'équation (293) qui , à cause de 


— - , devient 
F ’ 4 : | à b ‘ C4 
(+ax'+by") dr + (ter — y ) dy" —0...(294). 
Soit fait ax’ + by =3, d'où 


Zz— ax Liu dz — adx° 
e Du APE EUX 


Y= 
Substituant ces Are dans l'équation (294), on a 


à 1z — 

(A +2) ds + (i end Rent 
d'où l'ontire 
| di — (ai+ez) dz 

_ af[(e—b)z+tia—bhT 
Le second membre de cette équation n'étant qu'une 
fonction différentielle à une seule. variable des plus fa- 
ciles àintégrer , on trouvera bientôt 
EE ET ar + Bye ai— bh 


e—b 


eh—ai 


f(294)= ax" + y + — 


Si l’on avait e— b, cette méthode serait encore en 
défaut , mais dans ce cas-là, l'équation (294) devient 


dy" +ax'dx'+b(y'dx'+zx' dy") + idy" + Tydy= 0, 


et il est facile de voir que l'intégrale de cette der- 
nière équation est 


2ahy + &x'? + oabx'y" + aaiy + by? =—=const. 


341, L'intégration de toute équation de la forme 


AF (y) d.F (x)+BF(x)dF(y)+f(y )dy —=0...(296), 


dans laquelle F (y) et F (x) sont des fonctions égales, À 
lune en y et l’autre en x, et f (y) une fonction M 
quelconque de y, se ramène aisément à l'intégration 
d'une fonction différentielle à une seule variable. En 


/ 
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| 
À 
| 
4 


eFet, multiphions l équation (296) par [F (y)]”, au 
Lettre » représentant une quantité indéterminée , ce 
qui nôus donnera 


ACFON TAF (x) + BF(x)CF (y )]'d.F (y) | 
CE (y)lf(Cy) dy = 0.....(a). 


Or , afin que les deux premiers termes de cette équa- « 
* tion forment la différentielle exacte d’une fonction de 
æ et de y, il faut qu'on ait 


; SOA LF GT dE 
nm f Os (x) [F Cy)]° dF (y) Cart. 3231, 
d’où 


HE, 
AGE QI TE) SALON FO; 


ENT E] : 

&+1 L 4 

ou À — L + 

s æ + 1 | 
d'oùon tire FE Le | 

| | 

. donc substituant cette valeur de dans l'équation (a); w 
etintégrant, on a pourintégrale de l'équation (296) celle | 
B B—A | 


A FOI FGHITE (NN À F(y)dy= const... (297): | 


… 
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EXEMPLE I. Jntégrer l'équation 


aydx + bxdy + nydy + pdy = 0. 


Cette proposée étant dans le cas que nous venons 
d'examiner , nous la comparerons à l'équation (296), 


ce qui nous donnera 
A—=a;B=Dd, F (#) =, F(x)=x, f(y)=ny+p, 


et substituant ces valeurs dans l'équation (297) , nous 
aurons 


b—a 


ï b 
ay® x + nfy° dy + pfÿ * dy = const. 


y’ 1E re à +5 ]= const. 


ce qui est l'intégrale de la proposée. 


ou 


EXEMPLE Il. Jntégrer l'équation 
3adx + 3ydx + xdylx + gaxdy + gxydy —0.,.(b). 


Cette équation ne se présente pas sous une forme 
convenablé"æ la méthode précédente; mais on l’y ra- 
mènera aisément en opérant de la manière suivante. 


Soit fait a+y—z d'où dy=dz, 
ce qui réduit l'équation (b) à celle 
3zdx + xlxdz + oxzdz = 0, 
laquelle étant divisée par x, donne l'équation 
3zdlx + lxdz + 9zdz —0 . 


qui est de la forme de l'équation (206); ainsi l’intégrant 
d'après la méthode précédente, et substituant dans 
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son intégrale la valeur a +y de z , on aura pour in- 
tégrale de la proposée, 


Ca +y) Célx + 9 (a+ y)]—=const. 


842. Passons maintenant à l'intégration des équations 
du premier degré, appelées par presque tous les Géo- 
mètres, équations lineaires du premier ordre (voyez 
pour cette dénomination, l'article 422), et qu’on peut 
généralement Ro par celle : 


dy.+ yXdx + dx—=0o.......... (2938) , 


dans laquelle X et £ représentent des fonctions quel- 
conques de x. 


Soit posé l'équation 


en représentant par fx une fonction indéterminée de x; 
et differentions-la , ce qui nous donnera 


dy —fxdz + 2d.fx......(b). 
Substituant ces valeurs de y et de dy dansl’équat. (298), 


il viendra celie at 
faxdz + 2d.fx + zXfxdx + Édx = 0...... (c). 
Or, puisque fx est une fonction variable indétermi- 
née, nous pouvons en disposer de manière à faire éva- 
nouir la somme des second et troisième termes de 
l'équation (c), ce qui nous donnera les deux équa- 
tions 
Te + zXfxdx —0......(d); 
TEdr Hédée=o de... (Ch 


De là première, nous tirons 


dfz | 


4 
1 
è 
| 
, 
Ê 
| 
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d'où % 
La CYR 


et de la seconde rc (e), il vient 
2 — £ (fx) dx; 

donc intémeant et substituant à la place de fx sa va- 
leur [équat. (f)], nous aurons 

3 mo fes, + const.....(x); 
enfin substituant ces valeurs de fx et de z dans l’équa- 
tion (a), il viendra 
y + MT D ET const, |==0....(299), 
ce qui est l'intégrale de l'équation ( 298). 

EXEMPLE I. Intégrer l'équation 
dy — xdy —aydx — bdx + bxdx = 0: 


Divisant la proposée par 1—x, il vient 


dy — TE = dx — bdx = 0. 


Comparant cette ue avec celle (298), on a 


X = — £ et E——Db, 


ner ser nr rm 


(*) Nous ne mettons pas de constante à cette intégrale, parce 
qu'elle doit entrer dans l’intégrale totale de l'équation (298) , où 
nous placerons la constante indéterminée d’une manière beaucoup 
plus commode que si nous l’avions placée dans l'équation (f). 
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donc 


PCR 
[Xdz= al(ix), eSXax ee Ga) D 
>. (1—x) ? 
el RE D (1m), 


fée Xdxq ——bf(Qi—x) dx = bf (1 x} d (1— x) 
e b (1— r)5+1 


a+-1 


Oubstituant ces valeurs dans l'équation (299), il vient 


ee e. s (1x) "+R const. = 


qui.est l'intégrale demandée. 


L 
# 


EXEMPLE II. Intégrer l'équation 
dy aÿdx + be7*dx — 0...... .. (600). 
Comparant cette équation avec celle (298), on a 


UE LIN Es DE, 
donc 


—[Xdx _ _,> SXdx 
fAdx=ax, e JXcr , ef nes, 
» JXdx 
fee 


Substituant ces valeurs dans l'équation (299), on a 
pour l'intégrale de la proposée , l'équation 


‘4 beta+9)z _ 
y+e it His + const, [= RENE (o1). 


Faisant q —0,ona 


fCdy+ aydx + bdx = 01] — [(ay + b) e*—const.]. 
EXEMPLE III, 7 rouver l'équation d’une courbe entre 
ses coordonnées rectangulaires, telle que si de l'origine. 


dre b fer dr = Porn, 
a+ q 
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des coordonnées on mène une droite faisant un demi- 
angle droit avec chacun des deux axes , on ait pour un 
point quelconque de la courbe cherchée, le rapport de 
l'ordonnée à la sous-tangente correspondante , éval à : 
celui d'une ligne donnée m à la partie de l'ordonnée 
comprise entre la diagonale tirée et la courbe. 


Représentant par x une ordonnée quelconque de la 
courbe cherchée, et par y l'abscisse correspondante, il 
est clair que cette abscisse sera égale à la partie de l’or- 
donnée x comprise entre l’axe des abscisses et la dia- 
gonale ; donc la partie de cette ordonnée comprise 
entre la diagonale et la courbe est x —y; ainsi d'après 
l'énoncé de la question, on aura la proportion 


. dy en le 
Ti (art 109) 4 10° RD 


d'où l'on tire l'équation différentielle 


4 


d 
OS 


d 

2 RAS m 
qui est de la forme de l’équation générale (298) en 
faisant 


donc 


e ÊX — ms RES m d — Pre, CAE d — mm 217 sir 
Se 771 MS 44 .Mm É TL L Œ m) 
[voyez la form. (214), art, 2667]. Substituant ces valeurs 

dans l’équation (299), il vient 


—+ 


F4 


YF e ML const, — 6" (x—m)]= 0. 
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Mais lorsque x—0o,ona 
y—=o, donc const. ——m, 
et par conséquent on a complètement 


T 
y=me "+ax—m; 


ce qui est l'équation de la courbe demandée. 
EXEMPLE IV. Jntégrer l'équation 
xdy + x"ydx + dx = 0, 


‘"Divisant cette équation par x, on a 


D, Ge more SET) » EE, 


“ 
donc paie 
x" + JT — 
[Xdx=—, e JRax _ Qum 
mn 
Le 
e” dx 
et ê Ps de = Ê nt 


Soit fait pour effectuer l'intégration de cette dernière 
formule, 


LUE dz dx dz 
Em 4e SN ME rs et — = —; 
M —Y m1 mz 
m À Z 112 
donc 
me 
= 
dxe " 1 fdze e7 1 2 
Ve TENTE - [: Parrastt etc. | 
| Z : m 3 
ue ” Da (215), art.267] 


on SUR LT x" nee x?" + ete. |; 


| 
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et substituant ces Te dans l’équation (299) , il 
vient 


mt 
AS 


DR CHE ue)] 


=:conét, 02 chei(d): 


+ 
Si la série entre parenthèses était divergente , alors 


nous servant de la formule (218) [art. 268 | pour in- 
2 


Z . 
tégrer —— , nous aurions 
Z p! 
27 à 


= mt = [: + EE + es pete. |: 


et" 7 ré x" x?" 
ve" + Îx + Ée [1 +- HMS ASE + ete. | 


Les deux intégrales (a) et (b) ne pourraient servir si 
lon avait m—o, mais alors la proposée se réduirait à 
l'équation 


xdy + ydx + dx =0, 
dont il est évident que l'intégrale est 
JE + x —= const. 
343. Les équations différentielles de la forme 
dy + yXdx + y"+'£dx — FU RIen (502), 


dans laquelle X et £ représentent Hs des fonc- 
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tions quelconques de x ; peut toujours se ramerier à 
la forme de celle (298) que nous sayons intégrer ; en 


5 1 » à 
effet, faisant y" — + d'où 


| dz Î 
PS dt Der nmmmntger nt INo4-1 rs ES SEE | 
dy sas m1 is 2 à eo à me er ? 
mz 7" z M 


ensuite substituant ces valeurs dans l’équation (802) ; 
on a la transformée 


dz — meXdx — mËdx —0, 
qui, étant intégrée suivant la méthode enseignée dans 
l'article précédent , et substituant dans l'intégrale la 
valeur de z — 
sée (302). 
344. Quoique l'équation différentielle 
axdy + bydx + xy" (nxdy+pydx) —0....(803) 


soit asséz compliquée , cependant elle se transforme 
aisément en ure autre équation, dans laquelle les va- 
riables sont séparées , et des plus faciles à intégrer. 


donnera l'intégrale de la propo- 


En effet , divisant l'équation (305) par xy, on a 


ady bdx em (dy pdx PE | 
He Te CU A Die ae VON . (a). 
Soit actuellement fait 
{2 — n' ÉLALTES J'art RAS (D) ; 


d'où : 
‘rdz ady bdx du # ndÿ Pre 


EE y. Es 7 y a 2 


/ 
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et représentant par © et À des quantités indétermi- 
nées , On aura 


{2 — ya 00 CR al Eee (d): 


Divisant{la première de ces équations en (d) par la 
seconde , il vient 


a EM Re HAN) 


Mais les quantités respectivement représentées par > 
et À étant indéterminées, on peut faire 


{ao— n1 =m et bo—pa=c}.......(f); F 
d'où on tire 
NC — pr ac— bm | 
Lo = et A he. (8); 
bn — ap bn — ap 
ce qui réduit l’équation (e) à celle 
Dot AS AE 
Substituant cette valeur de y"x°, ainsi que celles de 


d 
a AE _ et 7 a. LE ['équat. (c)] dans l’équa- , 


4 #6 
tion (a), on aura 
de , z°du dz du 
+0, où + —0.....(h), 
Z FI 22% urTI 
équation séparée dont l'intégrale est 

À 

— + — = const.......... (z). 

Le] 

2 u 


Substituant dans cette équation (2) les valeurs de à 
et de « ['équat. (g)], ainsi que celles de 3 et de x 


L) 
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Eéquat. (b)] , on aura 


pm—nce 


AE (503)]=[(ac—bm) (y°x?) Fa=ap 


bm—ac 
+ (nc—pm) Cyrxr )?r—cP ee const. |. Fa .(304)- 


345. Nous remarquerons que si l’on avait en même 
temps ac—bm et pn=— nc, ce qui rendrait l’intésrale 
précédente nulle; cela me pourrait avoir lieu qu’en 
tant qu'on aurait m —0o et c —0o, puisque dans le 
cas des égalités précédentes, on aurait 


AO et w—o[équat. (g),art. 344], 
et alors les équations (f) [ art. 344 ] donneraient 


THERE UE "CZ 0;; 


” ce qui réduirait la proposée (303) à l'équation 


axdy + bydx + nxdy + pydx = 0; 
dont il est aisé de voir que l'intégrale est ù 
votre const. 
346. Mais si l'on a seulement 


ac—bm, d'où c——;, 
: a 


c'est-à-dire ; si l'équation à intégrer est 


bm 


axdy + bydx + xt y"(nxdy +pydx) = 0...(805). 
Alors, à cause de ao, l'équation (h) Cart. 544] se 


réduisant à celle 


Ps dont 


À 
| 
| 
| 
| 
É 
. 
. 
* 
| 
| 
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dont l'intégrale est 


1 
ne 2." 2 const; 
az”. 


on aura, par le moyen des substitutions des valeurs de - 
Hu NE 
ü ,2 [ équat. (b), art. 344] et de « — PL l'équation 
a 


fCéq: (Go5)1 — [pre Ge const. |....(S06). 


a 


my"x a 

347. Si une équation différentielle 

| ; E Cas y xdrndy);=04 
est le produit d’une équation primitive 

æ (x y) —O, 
par une équation différentielle 
AE AT dx, dy) 0) 

. il est clair que l'intégrale de la proposée se réduit à 
celle de cette dernière équation différentielle; c’est 
ce qui arrive à l'équation (303) lorsque bn — ap, d’où 


b “MES ap , A di ] l'é CHERE: ! 4 
+ CN cest-a-dire, lorsque 1 équation proposee est 


axdy +T ydr+ x°y" (nxdy +pydx)=0..... (a) ; 
Car la multipliant par n, elle devient 
Çaxdy + pydx) (a+nxy")—=o..,.(b), 


équation à laquelle on peut satisfaire de deux ma- 
nières , soit en faisant 


| nxdy + pydx = 0...., Cc)4 
et alors l'intégrale de l'équation (a) est 
æPy" = const,,.....(d), 


2. 4# 
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soit en faisant 


ES RE ae A CSA € De 


et alors la fonction différentielle facteur 


nxdy + pydx..... (f) 


qui n’est pas intégrable tant que l’on considère les 
deux variables x et y indépendantes l’une de l’autre, 
sera intégrable dans ce cas-ci à cause de la relation 
entre ces deux variables données par l'équation (e), 
et qui réduit la fonction (f) à la fonction différen- 
tielle à une seule variable 


mp—nc m/—a dx 
m . hs o0re fr 


Va 


dont l'intégrale est 
m—C 


dut more ne PE (@), 


TC— mp M/=0 
c— m on 
ce quiest, dans le cas quenous examinans, l'intégrale 
de l'équation (a) , puisqu'il faudrait multiplier le pre- 
. mier membre de l'équation (g) qui est l'intégrale im- 
médiate du facteur différentiel, par la quantité aHnx°y® 
laquelle est nulle d’après l’hypothèse[ équat. (e)]. 
Nous remarquerons que l'intégrale (d) correspon- 
dänte à la première hypothèse ['équats (c)] étant ab- 
solument indépendante des constantes a, m et c qui 
entrent dans le facteur variable 


a rx". 
Cette äintégtale (d}) appartient à un nombre infini 
d'équations de la forme de celle (a), puisqu'on peut 
faire varier à l'infini dans cette équation (a) les quan- 
tités a, m et c, sans que l'équation (d ). change ; 
He datida essentielle 5 nous rappellerons dans la 
suite, “A 
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348. Toute équation différentielle hétérogène à deux 

variables et d'un nombre quelconque de termes, telle 
que celle 


( Axty+ Bx°y: + Cxfys + etc.) dx 
+ (Dr y”"+ Ex y" + Grf'ye + etc.) dy= 0... (a), 
sera évidemment intégrable si nous pouvons la trans- 
- former en une autre qui sôit homogène (art. 359). 
Afin de connaître la relation qui doit exister entre 
les exposans des variables, pour que l'équation propo- 
sée (a) soit susceptible de la transformation en question, 
commençons par la diviser par l'un des termes varia- 
bles, par exemple, par celui Ax‘y?, ce qui donnera à 
la proposée la forme 


C1 + Hay + Ixkyl bete.) dx 
+ (Lz”y"+ Mr°y? + Paty" etc.) GATE Ve HERO QA 
Soit fait dans cette équation, 
413 TRS Y=2, d'où dy=oz"T!dz... .(d), 
ce qui la transformera en celle 
(1 + Halzie + [Ale + etc.) dx 
. aLxratue-t D en dE 
+[ LP LE ete. Guooie « » ()e 


Or, le premier terme de cette équation étant d’un 
degré nul par rapport aux deux variables , il faut, 
pour que la transformée (e) soit homogène, qu’on 
ait la suite d'égalités 
o0—=h+i0 = k+ Lo, etc. = mm + (141) & — 1 
—=0 + (p+i) a —1= q+(r+1) #—1 etc. 6) 3 
de la première de ces égalités on tire celle 


h 


4 
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donc si cette valeur de © satisfait à toutes les autres 
égalités en‘(f) , c'est-à-dire, si elle rend nuls tous 
les polynomes compris entre les signes d'égalité, onen 
conclura que la proposée (a) est susceptible de trans- 
formation en une équation homogène, et on aura la 
transformée demandée, en substituant dans l'équation 
(e) la valeur de  [équat. (g)]. 

349. Appliquant cette méthode à l'équation générale 
à trois termes 

dx + ax"y"dx = bxPyidy....(807), 


nous y substituerons les valeurs de y et de dy données 


par les équations (c) et (d) de l'article 348, ce qui 


nous donnera la transformée | 
dx+ax”z"°dx — obxP2(1 81 gr — oO). (4), 
qui ne peut être homogène qu’en tant que nous aurons 
(b)....mbno—o et p+(g+i)o—1—c....(c). 
de la première de ces équations, nous tirons 
“= — (4), 


et substituant cette valeur de « dans l'équation (c), 
il vient celle 


_ na(p—i)=m(q+ EME (00061, 
qui est l'équation de condition pour que la proposée 
(307) soit susceptible d’être transformée en une équa- 
tion homogène. 


s m 
Substituant à la place de w: sa valeur — se dans 


l'équation (a) , il vient celle 


dr+ax"z-"dx + Burn 0e di=01...(e)2 


cite in Lente ons-: 21-00 


LR. LT 


DE nr or PU PE - 
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mais l'équation (308) donne 


= (g+0) di=p; 
donc l'équation (e) se réduit d’après celle de condition 
(308) , à la transformée 
de + ana "de + Cned Eh No PES CS 19 P 


Faisant suivant la méthode enseignée à l’article 839, 
z—œux, d'où dz= udx+ xdu, on aura l'équation 


séparée 
dx — bmdu (300) 
x  nw+anw "+ bmu A: 


Substituant dans l'intégrale de cette dernière équation, 


la valeur de 
Z 1 Le 
u Ce = )= (510) 
xy/y" | 
[ équat. (d) de cet article et équat. (c) de l’art. 3481, 
on aura l'intégrale de la proposée (307). 


EXEMPLE. Jntégrer, si c'est possible , l'équation 


3 
V'ydx + 35x°y° dx 2x°dy...... (g). 
Divisant cette équation par 4/y, il vient celle 


1 
dx + 5x°ydx — ax°y *dy....:(h), 
qui, comparée avec l’équation générale (307) , donne 
Rd Rm—9,n—-1,b—9,p—=3,9—— 
Substituant les valeurs de m, n, p et qg dans l'équation 
de condition (308), on a l'identique 1— 1; donc la 
proposée (g) peut être transformée en une équation 
homogène d’un degré nul. Ainsi substituant tout de 
suite les valeurs numériques des lettres dans l'équation 
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(309) , on aura celle 


LR AA AE re 0 ES 
x  u+4u+5  (u+1) (u43)? 


et intégrant , il vient 


} 1 
Mais u — 
x 


“ [équat. (310)] ; donc’ l'intégrale de 
l'équation (g) est 


x V/y+17 
TL REA + CONSE: 


850. Mais lorsque l'équation de condition (308) ne 
sera pas satisfaite, on pourra transformer la proposée 
(507) en une autre équation qu'il sera possible d’inté- 
grer dans un nombre infini de cas; voici en quoi con- 
giste cette transformation. 


Divisant l'équation (507) par bxP, on a 
Ep d 
— + . SMS AN == y#dy..:.4(a). 
Soit fait 
ty —= 2% et x Pri— u } Ah he (b) ; 


, A 


d'où 


# 


1e du 
/ ee mp PE ments 
3dy tt ati dx= — É esse 


Substituant ces valeurs dans l'équation (a), et multi- 
pliant la transformée par q +1, il vient 


(c). 


POLE la CN ps _a (a+) x d 
BE b (in—p+1) Di ir bnp) DARTNEs 
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on faisant pour abréger, 


ARE D RE EL: LS 
7 b(m—p+i)? ET p—m—1? (e) 
MERCI 1 É ae) ER 


— b(m—p+1)?  q+1 
on a la transformée 
dz — cufdu + hzidu,....(Br1). 


Faisant i— o, cette équation est séparée (*) ; et fai- 
sant 1, l'équation (311) prend la forme de celle 
(298) dont nous avons donné l'intégrale générale (299) 
à l’article 342. 


351. Mais si 2 — 2, on aura l'équation 
dz — cufdu + hz°du.....(812), 


qui a acquis de la célébrité parmi les savans , parce 
qu’elle a été l’objet des recherches de plusieurs grands 
Géomètres, et entre autres de Jacques Bernoulli, du 
comte Jacques Riccati, dont elle porte le nom, et 
d'Euler, qui ont trouvé un nombre infini de cas dans 
lesquels cette équation est séparable. 

Le plus simple de ces cas-là, et qu'on aperçoit 
tout de suite, est celui où g — 0; car alors on trouye 
subitement 


dz 
* du'=— CLhz sara (a) , 


équation séparée dont l'intégrale est 


DAVIES pare (eans = con. .(b) Car RTE 


(*) Dans le même cas de i — 0, l’équation (307) se sépare en la 
divisant par x?, puisque d’après la quatx ème équation en (e), l'on 
a n —0o lorsque i = 0, 
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Faisant z—:7, d’où dz = gË1—'d£, et substituant ces 
valeurs dans l’équation (312) , on a celle 

g3 de = cufdu + h£du 
qui est homogène si 

q—1=2q=£g; 

or, la première égalité donne g——1, donc la se- 
conde donne g—— 2, ainsi l'équation 


dz — cu*du + hz°du 


se transforme en une équation homogène , en fai- 
sant z — #1, et la transformée est 


u°d£ + cEdu + hu°du —0....(313). 


Après avoir considéré ces deux cas particuliers, 
assons à la recherche générale de tous les autres cas 
où l'équation du comte Riccatt est séparable. 


Soit fait 


1 4 
D Hé + 12 ’ 
d'où 
du dé | oËdu 
dz + 3 k 22 2 u3 9 
et 


Substituant ces valeurs dans l'équation (312), il vient, 
toutes réductions faites , 


Ldi = custidu— h£du, 
et faisant dans cette dernière équation nn , On 
ee ‘ 
aura celle 


dé = cs EAds + hds.:....(314), 
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Or, si l'équation (312) est séparable par une valeur 
de g que je représente par n, elle le sera aussi lors- 
qu'on y fera g——n— 4; car substituant cette va- 
leur de g dans l'équation (314) , on a celle 


di = cs"ds + h£°ds. 


Mais nous avons vu que l'équation (312) est séparable 
lorsque g — 0 ; donc elle est encore séparable lorsque 
g'—— À: 
Actuellement si dans l'équation GG 2), on fait 
1 d£ 
z=—>, doù di = -— 
ë ge? 


elle se transformera en celle 


de = c°ufdu + hdu, 


et faisant 


ui s, d'où SE PET os 
l'équation précédente devient 


L 


NCA GES 


d° 
sex 
Le 


Fa + 


Donc si l'équation (312) est Re pour une valeur 
de g que je représente par n , elle le sera encore lors- 


n 
’on fera — + car substituant cette valeur 
qu gs RAP STI \é 


de g dans l’exposant ee de s [ équat. (315) ], il se 


Lé e \ # LA L . F4 LA 
réduit à 2, or nous ayons démontré que l'équation 
(312) est séparable lorsque g —— 4; donc elle sera 
encore séparable lorsquon fera 
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De même , puisqu elle est séparable pour cette der- 
nière valeur de g , elle le sera encore pour celle 


4 8 
et par conséquent aussi pour 
; 
LUN ANS RS Pau ER 
“rss 2 STENPOPI ENS 
(heure 2 + L S 


et continuant ainsi ce calcul .qui pose sur ce que si 
l'équation (312) est séparable lorsque g —n, elle l’est 
encore lorsque 


—1 
n +1? 

? . ! A 
en représentant par z le dernier exposant trouvé à la 
variable w, on en conclura que l'équation (512) est 
séparable lorsque l’exposant de la variable w est égal 
à l'un des termes de la suite infinie 


E—=—N1n— 4 Et 


Oo, —2;, 4; sf 3 JE 
Re (316) 
FA NE 6 er ape SM ; 
SET de LED AG ire Pr a CE 
5 7 7 


dont le terme général , à partir du troisième terme, 
est 


TE A CN 


en faisant successivement q — 1, 2, 3, etc. Si l'on 
fait g — o, le terme général (317) donne le premier 
ibnoide la suite (316) ;.et si divisant les deux termes 
de la fraction (317) par q 24 fe 
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ce terme général donnera le second terme de la 


suite (316). 

Il est à propos d'observer que si l’exposant de la 
variable dont la différentielle multiplie deux termes de 
l'équation (312) du comte Riccati, est égal à l'un des 
nombres occupant les placesimpaires de la série (316), 
il faudra la comparer d’abord avec l'équation (314) ; 
et substituant les valeurs numériques des symboles des 
quantités constantes dans l'équation (312), on aura 
une équation ‘qui devra être comparée a l'équation 
(315) ; ensuite sub:tituant les valeurs numériques des 
symboles des quantités constantes dansl'équation (312), 
on en aura une qui devra être comparée à l'équation 
(514), et ainsi de suite, jusqu'à ce qu’on parvienne 
à une équation dans laquelle l’exposant qui a diminué 
de valeur à chaque opération , se trouve éhfin — 0, 
et alors on n’a plus qu'à intégrer l'équation séparée (a), 
dont nous avons donné l'intégrale [équat. (b)]. 

Si l'exposant que l’on cherche à diminuer jusqu’à le 
rendre nul, était l’un des termes occupant les places 
paires de la série (316), on commencerait par-com-— 
parer là proposée avec l'équation (315) , et l'on con- 
tinuerait à opérer, comme précédemment. 


Rendons ceci plus sensible par une application numé- 
rique , en nous proposant d'intégrer l'équation 


> dx 
dy = yÿ°dx +- “ “ +5 Co: 


_ 

L'exposant de x étant — £ qui est le cinquième terme 
de la série (316), nous sommes sûrs que l'équation 
(c) est séparable, et à cause que l’exposant — À oc- 
cupetune place impaire , nous comparons la proposée 
aaec l'équation (314) , abstraction faite des symboles 
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des variables , ce qui nous donne 
C—2, g+4—$, doù g——$; enfin A1. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (312), nous 
avons 
ep” 
dy = 9x dx + Y'°dzx'; 

comparant cette dernière équation avec celle (315), 
il vient 

prier MRNE 
g +1 ? g+i1 3 


d'où 


c—œ—3, h—=—6, g——4, 


et substituant ces valeurs dans l'équation (312), nous 
ayons 


# dy" = — 3x"—#dx"— 6y"*dx”; 
comparant cette dernière équation avec celle (314), 
il vient 
c——3, h——6 et g+4—=4, d'où g—o. 
Substituaut ces valeurs dans l'équation (312), nous 
ayons : 


dy" = 3dx (1/4 — 6y"°dx"”, 
dont l'intégrale est 
1 (7 ! — 
3 V2 arc tang(—y"y/2)+-const..…..(d) [éq.(b)T. 


Mais en remontant des valeurs de x” et de y” jusqu’à 
celles de x et de y, il vient 


x” — 


1 1 
=, T'—- EtL TL $ 
A vx 


d’où 


3 
Qi 1er x" — 


1 
van 
Væ 
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Ensuite nous ayons 


3 3 : 
PRES VE, pe L et Y—=—2(1xy), 
d'où 


(4 


3 3 
Y pa moe” ad — Va +y Var —6 


1 

ie ———— et 

x (14-2y )s 6 (1+xy) Vx 
Substituant ces valeurs de x” et de y” dans l'équa- 


tion (d) , nous avons pour l'intégrale demandée de 
l'équation (c), celle 


3 3 
—-=z = arc [ tans —— LE + const. 
vx 3V/2V/x(1+xy) 
552. Toute équation différentielle de la forme 
dy = axPdx + byxtdx..... (318), 


dans laquelle qg représente un nombre quelconque dif- 
férent de l’unité , pourra se transformer en une autre 
de même forme que l'équation du comte Riccati. En 

effet , soit fait aa 


TÉL dE); 
d'où 


T 
et D à et I g+1 
différentiant cette dernière équation , on a 


—4 
RANCE 274 1d2 ; 
FRET 
V'GQ+1Y 
de plus 
g+r 


= V[(g+1)2F; “ 


donc substituant. ces valeurs dans l'équation (318), 
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on aura la transformée À 
ps p—3 


dy = a (q + 1) 2871 dz + by°dz , 
qui est de même forme que celle (312). 

553. Proposons-nous enfin de trouver quelles valeurs 
doivent avoir le coefficient p «et l'exposant q, pour 
que l'équation à quatre termes 

dy = ay’dx + bx”"dx + pyxtdx...…. (319) 
se réduise à une équation à trois termes , et de la forme 
de celle du comte Riccati. 

Faisons y = x + 1x", 1 et r étant deux quantités 
constantes et indéterminées. Différentiant cette der- 
nière équation, ce qui donne 


dy = dz + irx" dx; 


ensuite substituant des valeurs de y'et de dy dans 
l'équation (319), ona 


dz=— rix" dx + az°dx + oazix'dx + aÿx*"dx 


+ dx"dx + pzxtdx4- pixñt'dx....(a). 


Rendant homogènes les premier, quatrième et septième 

termes du second membre de cette équation, c'est-à- 
‘ . pa ! Et 

dire, faisant r—1=9or=r+g;doùr——1,r=g, 

et par conséquent g == 1, on aura l'équation 


dz—(i+ ar +pi) xdr+(oai + p)z2x7'dx 
+ az°dx + bride ; 


etafin que les deux premiers termes du second membre 
de cette dernière équation s’évanouissent , faisant 


a +pibi=o et aa+p—o, 
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d'où 
Rlwas run 
& 


e 


PE Ne (ON 
EE), 
on aura 
an ; où = mm e 
p+i=©, d'où p=—2; 


doncil n’y a que les équations à quatre termes de la 
forme 


dy = ay°dx + bx"dx os Si 


...(320) 


qui puissent se transformer en l'équation du comte 
Riccati, ù 
dz = azdx + bx"dx......(821), 


en faisant Ô 
1 
de = A Te 322 . 


354. Si l'équation à quatre termes que l'on veut 
réduire à une équation à trois termes de la forme de 
celle du comte Riccati, est la suivante, 


dy = ay*x"dx + bx'idx + pysidr."7(52), 


on fera * 
* dx dé; 
d'où 
‘ MI MR 
og AN CE ie 0 VAN a ee — CALE ii cr 
JR r nat 


LE (a Hi) ei ; 


ce qui donnera la transformée 


(*} On aurait pu satisfaire à l’équation ai? + pi +i=o, en 
faisant i — 0 ; mais alors celle aui + p — 0 aurait donné p =0, 
ce qui aurait réduit la proposée (319) à l’ cation dy=ay?-bz"dx, 
au est celle même du comte Riccati. 
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Mn MN HN an 


dy = ay" dE (na) ET dE pr) ÿE TE. 


Mais afin que cette équation qui est de la forme de 
celle (319), puisse se ramener à la forme de l'équation 
du comte Riccati, il faut , d’après ce qui a été démon- 
tré dans l’article pr étédent , que 


g=n 


rare RE Ass ; FRERE '. 
Ent 1)"T'z=—_92, et que RU 15 
d'où 
__u+s et qg——1. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (325) , on aura 
celle 
p+a 


dy —=aÿx * dr + ba"dx + pyx”'dx....(524), 


qui se transforme en une équation de la formé de 


celle du comte Riccati, en faisant 


a ù LN ei | 
FRE et J=i + Go). 


2 


x ‘ 
355. Lorsque dans une équation ne | 
d.Fx + d.F'y + d.F'z + etc.—0o....(a); 


on pourra intégrer chacune des fonctions différen- 


tielles à une seule variable, de manière que leurs in- 
tégrales soient toutes transcendantes par les loga- 
ithmes , ou toutes transcendantes par les arcs dé 
cercle, il est évident que l'intégrale totale de la pro- 
posée (a) pourra se mettre sous une forme algébrique 
éar dans le premier cas, soit 


Fixe, a. = 1%, a RS à ME 


h temiale 


TALRE 
p— 


| 
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l'intégrale de la proposée sera 


2pfcfyfz.-".1—=7Zconstt ou fafyfs...— conct. ; 


et dans le second cas, les intégrations par les arcs 
de cercle pouvant se ramener aux intégrations par les 
logarithmes (art. 246 et 247), il n’y aura d'autre in- 
conyénient que d'éliminer dans l'intégrale algébrique 
affectée de ÿ/—1, cette quantité imaginaire. 


I" APPrICATION. 2 rouver l'intégrale algébrique de 
? équation séparée 


mdx nds À 
PCR AE OT 
On voit tout de suite que l'intégrale par les arcs de 
cercle de la proposée est 


m arc (sin=?) — n arc (sin 5) —const.[ éq.(134)1. 


Mais si l'on écrit la proposée sous la forme 


ji mdzx ndy ss 
ee 
ou 
mdx ndy 


on trouvera que son intégrale est 


miCe+ Va ]-ni( y+ y —b1—CCég.(138)], 
en représentant par Cune constante indéterminée et 
arbitraire ; donc 


Co+ V2) 17 = CCy+ VV 17. 
Développant les puissances respectives m et n des deux 
binomes , passant dans un seul membre tous les termes 


affectés de y/—1, ét élevant au quarré, on aura 


2. 5 
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l'intégrale algébrique de la proposée, et d’un nombre 
limité de termes , si nm et n sont des nombres entiers 
et positifs. 

Lorsque m—n, on trouve tout de suite, en repré 
sentant toujours par C la racine m de cette constante 
arbitraire , que l'intégrale de la proposée est 


| a°+b°C?—2Cy —2C V/ (az) (b?—y"). 
II° APPLICATION. Trouver l’intéprale algébrique de 
l'équation 


dx nn dy () 
dx V/ax—a a+ y 
Faisant 
AT — = 2," 
Me az? 2zd2z 
d'où qe an et dx = » 
a a 


on a la transformée 
dz dy 
a° + 7° Et a+ y*” 


dont l'intégrale est 


L [are tan =) arc (tan =1) — const 
a Ceuns ET dr ED Phi 


= arc ['rans — ce Per. rer du == const. 


Multipliant cette équation par 2a V — 1, passant au 
logarithmes [équat. (186)], et faisant 


oat/ —1 X const. —[C, 


day (2Ty) Vu 
ie G—y) V + Fe: 


on à 


_- - - _ 


{ 
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et passant aux quantités algébriques, il vient 
a(C+1)(—y)V—i=(C—i) (y +e), 
ou divisant par a (C+1) (zy+ a) V—1, et fai- 


EE id 
a(C+1)V—2 
Chr 
zy + & 


et substituant la valeur de z , il vient définitivement 
pour intégrale de la proposée (b), l'équation algébrique 


sant pour abréger , = const.,ona 


—= const. , 


V'ax— a— y 
RE — # Const. 


y V'ax— a+ a° 
356. Lorsque l'équation différentielle séparée qu’on 
veut intégrer, a des termes qui ont leurs intégrales 
Jogarithmiques affectées de l'imaginaire /—1, et 
d’autres termes dont les intégrales logarithmiques ne 
sont pas affectées de cette imaginaire ; il est clair que 
si l’on prend les intégrales par les arcs de cercle 
de tous les termes de cette équation, celles des pre- 
miers termes que nous venons de considérer ne seront 
pas affectées de l'imaginaire {/— 1, et les autres 
le seront [ voyez les équations (186).,....(191 )1. 
Donc il sera impossible de pouvoir obtenir l'intégrale 
algébrique dépouillée de l'imaginaire W/—1, d'une 
pareille équation, car l'on ne pourrait délivrer les 
termes affectés de W/— 1, qu’en en embarrassant les 
termes qui n’en étaient pas affectés. Ainsi il vaut 
mieux dans ce cas-là , se contenter de l'intégrale trans- 
cendante, partie par les logarithmes, et partie par les 
arcs de cercle de l'équation proposée, 
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Soit, par exemple, demandé l'intégrale de l'équation 
dx #Ÿ dy 
Ver) V(e+ y)" 
Si l’on voulait l'intégrer entièrement parles logarithmes, 
on aurait 


AE x 0 | —— -: 
EVE Lify + Vi +0, 


ou 

Cr + Var Vi Ve Cy+CVae+ y, 
équation qui est réelle, mais qu'on ne pourra jamais 
mettre sous une forme algébrique dépouillée de la 
. quantité imaginaire V—:1; ainsi il est préférable ; 
pour intégrer l'équation (a), de prendre l'intégrale 
par les arcs de cercle de la fonction en x, et celle 
pour les logarithmes de la fonction en y, ce qui pro- 
duira l’équation 


arc (sin ={)= IT Cy+cC V’a +7]. 


Nous verrons au chapitre IT de la quatrième section, 
quil existe d’autres équations séparées dont les deux 
membres ne sont intégrables séparément , ni algébri- 
quement , ni par les arcs de cercle, ni par les loga- 
rithmes , et qui cependant, par la combinaison des 
deux membres, donnent une intégrale algébrique. 
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CHAPITRE IV. 


De la methode générale des facteurs pour 
intégrer les équations différentielles du pre- 
mier ordre à plusieurs variables , lorsque ces 
équations , dans leur état primitif, ne sont 
pas intégrables. 


357. A: NSI que nous l’ayons démontré au cha- 
pitre IT (art. 335, 334 et 335), le polynome égalé à 
zéro d'une équation différentielle , ne se présente pas 
ordinairement sous la forme d’une fonction différen- 
tielle exacte , parce que très-souvent ce polynome est 
privé d’un facteur variable qui a disparu dans le pas- 
sage de l'équation primitive à sa différentielle. Nous 
avons traité au chapitre III plusieurs équations diffé- 
rentielles qui étaient dans ce cas-là, et par certains 
artifices qui, pour la plupart, avaient pour objet de 
séparer les variables , nous sommes parvenus à inté- 
grer ces équations. Mais s'il existait une méthode sûre 
et qui pût s'appliquer à tous les cas possibles, pour 
déduire de l'équation différentielle à plusieurs variables 
qu'on veut intégrer, le facteur par lequel on doit 
multiplier cette équation, pour que le produit füt une 
fonction différentielle exacte lorsque la proposée en 
est susceptible (ce qui n’est pas toujours, ainsi que 
nous le verrons à l’article 360), cette méthode serait 
très-précieuse et éviterait les recherches particulières 
à chaque cas, telles que celles dont nous nous sommes 
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occupés dans le chapitre précédent (*). Mais malheu- 
reusement l'analyse a fait jusqu’à présent bien peu de 
progrès dans la recherche du facteur qui rend inté- 
grable une équation différentielle susceptible de le 
devenir. Nous allons examiner quelques-uns des cas 
des plus simples où l’on peut trouver ce facteur , et 
nous ferons connaître les relations qui doivent exister 
entre les coefficiens des équations à plus de deux va- 
riables, pour qu'elles soient susceptibles de devenir 
des différentielles exactes par la multiplication d’un 
facteur. 


358. Soit l'équation différentielle et inexacte 


Pdx 4- Qdy ce HAE AE (326), 


dans laquelle P et Q représentent des fonctions quel 
conques des variables x et y, et représentons par 8 
le facteur variable qui doit rendre l’équation précé- 
dente intégrable , facteur que dorénavant nous appelle- 
rons facteur intégrant. On aura donc, d’après l'équation 


de condition (52) [ art. 54], celle 
d(P8) _: d°(Q6) 
APR Are UE 
ou développant, il viendra 
PdYÿ  Qd)  /&Q  P | 
Lt UNE dx dy 92. : (527), 


équation dont il est fort difficile de tirer la valeur du 
facteur 8 lorsqu'il est fonction des deux variables ; 


(*) Nous avons déjà trouvé à l’article 341, le facteur 
B—A 


ter) À, par lequel il faut muliplier l'équation (295) pour 
pouvoir l'intégrer. 


“ 
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mais s'il n’est fonction que de l’une des deux variables, 
par exemple, de celle x, alors on déduira aisément 
de l'équation (327) la valeur de 6, puisqu'on aura 


d@—=o, di—d, 


et par conséquent 


) 4 T 
= = à ae 2 Te Jr fa: (a). 
: y 
Il faut donc pour que 8 ne soit fonction que de la 
variable x , qu'on ait Q dans l'équation proposée(326), 
ne contenant pas la variable y, et P — à une fonc- 
tion quelconque de x, dans laquelle il n’entrera que 
la première puissance positive de y. Ainsi représen- 
tant par X” le coefficient de dx dans l'équation (a), 


on aurà 
‘ 
M es me AS 


et l'équation (326) étant multipliée par cette valeur 
de 8 , aura son premier membre qui sera une fonction 
différentielle exacte. 


L'équation (298) l'art. 342] est dans le cas que nous 
venons d'examiner; car la comparant ayec celle (326), 
on à | 


P—yX+E et RE - 


donc 
die; er Q qui 
PE = CT ANNE x, 
ce qui réduit l'équation (b) à celle 
Xd 
Ê— ! 4 


2 


et multipliant l'équation (298) par cette valeur de 6, 
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il vient 
PR dy+yXe! SE dx+tel À TES 0 .(c), 


dont le‘ premier membre est une fonction différentielle 
exacte , Car e 


dE asx à y Ex Ve fXar] ! 
dx ri Let dy 


Pour intégrer l'équation (c) , nous observerons que 


dyel Xe JE, + yXxe/ Er, 
et substituant dans cette dernière équation la valeur 


d. y 
de e/* “dy déduite de celle (c) , nous aurons, toutes 
réductions faites , l'équation 


dye/ Er — e Ras 


qui, étant intégrée, donne 


A e JE [ const. re Fr) < 
même intégrale que celle (299) trouvée à l'art. 342. 


859. L’exactitude d’une fonction différentielle entre 
trois variables , peut être vérifiée par les trois équa- 
tions de condition (55), ou même par'une seule équa- 
tion de condition provenant de la combinaison de ces 
trois équations. En effet , soit l’équation 


Pdx + Qdy + Rdz — 0..... (328) , 
dans laquelle P, Q, R sont des fonctions quelconques 
des trois variables x, ÿy,2z; on aura, si le premier 
membre de cette équation est une fonction différen- 
tielle exacte, les trois équations de condition 
fdP _d"Q d'P. .d'R d'Q = 
ty dx’ dx’ & dy! 
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Prenant la valeur de dx dans les deux premières équa- 
tions, égalant ces deux valeurs; ensuite de l’équation 


: d : 
résultante tirant la valeur de 7 , et égalant cette valeur 


dz 


d 15 .\ 4: 0f 
avec celle de Y ‘tirée de la dernière des trois équa- 


dz 
tions en (a); enfin chassant les dénominateurs de l’équa- 
tion résultante, on a l'équation de condition unique 
D'Pd'QdER — d'PdQR.….… (829). 


pour vérifier l'exactitude de la fonction différentielle à 


trois variables Pdx + Qdy + Rdz (*). Mais si l'équa- 


, » / . N'(Ne»:] , .. 
. (”) Généralement on peut réduire les n(nT1) équations de 
2 


condition indiquées à l’article 54, pour vérifier si une fonction 

à (n—1)(n—32) 
2 

tions ‘c’est-à-dire avec n — 1 équations de moins. Par exemple, 

pour vérifier si la fonction différentielle à quatre variables 


Pdx + Qdy + Rdz + Sdu 
\! 
est exacte, l’article 54 donne les six équations de condition 


drP __d*Q d'P _d'R deP … drQ 


différentielle entre n variables est exacte, équa- 


dy dx ? do MEN TE: F FPE ET: "PES 
d:Q il dih:d Q5 ;/drS ; diRte d:S 
Gb LAdr Césdu sd sd à ide 


Divisant la première de ces équations de condition par la seconde , 
la cinquième par la sixième ; prenant dans chacun de ces deux 
. 


À dz , 
résultats , la valeur de rS égalant ces deux valeurs , et chassant 


Jes dénominateurs, on a la première équation du groupe suivant. 
Divisant la seconde équation par la troisième , la quatrième par 
E ? | E 


: # ; du 
la cinquième; prenant dans les deux résultats la valeur de Te 3 


az 
égalant ces deux valeurs et chassant les dénominateurs, on a la 
seconde équation du groupe suivant. Enfin faisant changer de 
place aux deux membres de la première équation, et dans cet 
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tion (329) n'étant pas satisfaite, la proposée (328) est 
cependant susceptible de devenir intégrable par la 
multiplication d’un facteur 8, il existera certaine rela- 
tion entre les fonctions variables P , Q ,R et leurs 
différentielles partielles que nous allons déterminer. 
Si la fonction différentielle 
ÉPdx + 6Qdy + ORdz 
est exacte, on doit avoir les équations de condition 
db Pdy8 _ 6dQ , Qd'ô 
dy dy dx dx 
6d:P  P48 Éd'R , Rd‘ 
dz FTP RES dx Lu dx ANR 
Ed Q , Qd EDR R d’8 
Heu do di ue né dy 


qui sont les développemens des équations (a), après 
y avoir mis les quantités 06P, 6Q et 6R à la place des 
respectives P , Q et R. 


Par le moyen des trois équations (b), éliminant 
d=9, d’8, d'à , ensuite divisant par ê , on a l'équation de 


état divisant membre à membre par la quatrième; divisant de 
même la troisième équation par la sixième , prenant dans les deux 


F 


$ éiz : 
résultats la valeur de — , égalant ces deux valeurs et chassant les 
ax 


dénominateurs, on a la troisième équation du grôupe 


drPdeQd'RdS — d:PdrQduRarS, 
dPduQdrRd:S — d'Pd:QdrRdS, 
duPdrQdrRdrS — drPd:Qd'RdrS. 


Telles sont les trois équations de condition qui doivent avoir lieu 
lorsque la fonction différentielle à quatre variables est exacte. On 
opérera d’une manière semblable pour les fonctions à 5,6, etc. 
variables. | 
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condition 
drQ d'R drR drPp d:P d'Q 


qui doit avoir lieu toutes les fois que la proposée à trois 
variables (328) est susceptible d’exactitude par la mul- 
tiplication d’un facteur. 


360. Donc, 1°. toute équation différentielle à deux 
variables (326) est susceptible d’être intégrée par la 
multiplication d’un facteur 8, puisque dans une telle 
équation on a 


Refo!, nv dR == Oo d'El == lonet "O0; 
ce qui réduit celle (330) à l'équation identique o— 0. 


361. 2°. Toute équation entre trois variables qui ne 
satisfait pas à celle (330), n’est pas intégrable, et par 
conséquent paraît au premier abord insignifiante. Ce- 
pendant M. Monge a démontré dans les Mémoires de 
l'Académie des Sciences de Paris (année 1784), qu'une 
telle équation différentielle entre trois variables qui ne 
pouvait pas sintégrer , représentait une infinité de 
courbes à double courbure jouissant d’une propriété 
commune, D'ailleurs, nous observerons que dans ces 
équations non intégrables, celle (330) donne un rap- 
port entre les trois variables, qui , tel qu’il se présente, 
ou augmenté, ou diminué d’une quantité constante, 
satisfait souvent à la proposée ; telle est , par exemple, 
l'équation 

(y—2) dz+ (2—y) dx (x+a) dy= 0......(a), 
pour laquelle l'équation de condition (330) n’est pas 
satisfaite , puisqu'elle est dans ce cas-ci 


2=x+y+a; 
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cependant si l'on substitue cette valeur de z dans Îa 
proposée (a) , on a l'équation identique o = 0. 


. / . 4 
Soit encore l'équation 


3 4 3 
{ 1+-4/ (—y—x) 1 +av (—y—x)—by/(-y-x)] } dx 
Hi V—y—2)] dy—dz—=0.....,.. Ab), 
pour laquelle l'équation (530) devient 


34 12 


Ainsi la proposée (b) n’est pas intégrable , elle n’est 
pas non plus satisfaite en y substituant la valeur de z 
donnée par l'équation (c});, mais si l'on retranche de 
cette valeur le terme constant, l'équation restante 
3 —= x + y satisfait à la proposée. 


362. Soit généralement l’équation différentiélle 
Pdx + Qdy + Rdz + Sdu + etc. = 0......(a) 


entre un nombre quelconque m de variables. Il est 
clair que si le polynome différentiel de cette équation 
étant multiplié par le facteur 8, devient une fonction 


.m(m—i : 
différentielle exacte , tous les aies, binomes 


1 


ÉPdx + EQdy, 6Pdx + 6Rdz, etc. qu'on pourra 
former en combinant de deux à deux les mn termes de 
la proposée (a) multipliée par 8 , seront des différen- 
| m (m—1 

tielles exactes, ce qui donne lieu A Se 
équations de condition semblables à celles dont il est 
parlé à l'article 54. Pareillement dans ce même cas, 
m(m—1)(m—2) 

2.5 


{6Pdx+0Qdy+0Rdz, EPdxH0Qdy+18du, etc }….(b) 


tous les trinomes 
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qu'on peut former en combinant de trois à trois les 
m termes de la proposée multipliée par 8, seront des 
différentielles exactes. Donc si la différentielle pro- 
posée (a) est susceptible d'exactitude, chacun des 
m(m—1) (m—2) 

2.3 
une équation de condition semblable à celle (330) ; d'où 
il paraît au premier abord que pour une équation 
différentielle entre m variables , il doit y avoir 
m (m—1)(m—2) | 
RONA: dé 


calcul il est aisé de se convaincre que lorsqu'on a calculé 


GAURRTE équations, les 2 ga me 

2 24 
autres s’ensuivent immédiatement des premières, et 
par conséquent sont inutiles à calculer. Ainsi pour une 
équation à quatre variables, on n'a besoin que de cal- 
culer trois équations de condition au lieu de quatre ; 
pour une équation entre cinq variables , on n’a besoin 
que de calculer six équations de condition au lieu de 
dix, et ainsi de suite. 


trinomes (b) devra satisfaire à 


équations de condition. Mais par le 


Soit , par exemple, l'équation à quatre variables 
Pdx + Qdy + Rdz + Sdu —0. 


Il est clair que si son premier membre est susceptible 
de devenir une fonction différentielle exacte, en mul- 
tipliant cette équation par 8, on aura les quatre équa- 
tions suivantes : 


Pdx+Ody+Rdz—o, Pdx+Rdz+4Sdu—o, 
Pdx+Qdy+Sdu—o, Qdy+Rdz+Sdu—o, 


dont les premiers membres doivent aussi être des fonc- 
tions différentielles exactes en les multipliant par le 
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facteur 0, puisque si la fonction 


Pêdx + Qdy + Rôdz + Sidu 


est une différentielle exacte , il faut qu'elle le soit 
encoré en faisant successivement du, dz , dy et dx égal 
à zéro. On aura donc, conformément à l'équation de 
condition Va ; les quatre SE suivantes : 


F BIS pTQ 


son 
20 HS ve ENS PER (331). 


du d “ 
dŒR drS ds e d'P d'R 
SAP EDR DT QU TE PEN SO PR RTE PACA TS N'ES 


ds ES _ 4 ae dQ | dR 
RER RS +R 77 teen Si PRDE 


Mais si l’on multiplie la première de ces quatre équa- 
tions par $ , la seconde par R et la troisième par Q ; 
qu'ensuite on ajoute la première équation résultante 
avec la troisième résultante ; que de cette somme on 
retranche la seconde équation résultante, et qu’enfin on 
divise par P, on aura la dernière des quatre équations 
précédentes. Donc cette quatrième équation n'étant 
qu'une suite évidente des trois premières, il n’est né- 
cessaire que de calculer les trois groupées sous le 


n° 331. 


363. Il résulte de ce qui a été démontré précédem- 
ment, qu'on peut toujours connaître si une équation 
différentielle à plus de deux variables est intégrable 
par la multiplication d’un facteur intégral; mais cette 
connaissance en fait sentir plus vivement le regret de 
ne pouvoir généralement déterminer le facteur en 
question. Cependant les équations différentielles homo. 
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gènes entre un nombre quelconque de variables, 3e 
soustraient à cette impuissance de Enr, En effet, 
soit l'équation 


dU’ = Pdx + Qdy+Rdz + etc. —0....,.(a), 


que nous supposons homogène et inexacte. Représen- 
tons toujours par 0 le facteur intégral dont le produit 
par la fonction différentielle inexacte dU” doit donner 
une fonction différentielle homogène et exacte dU ; on 
aura donc édU” ou 


EPdx + 8Qdy + 6Rdz + etc. —dU = 0..... (b). 
Mais d’après la propriété des équations différentielles 
démontrée à l’article 56, on a, en représentant par x le 
degré d’homogénéité de U, 

6Px + 0Qy + 6Rz + etc. —nU....(c); 
donc divisant membre à membre l'équation (b}) par 
celle (c), il viendra 
Pdx + Qdy+Rdz+ etc. __ dU 
Pr +Qy+hRztketc : 
Or, le dernier membre de l'équation (d) est une diffé- 
rentielle exacte, puisque son intégrale immédiate est 


= IU ; donc le facteur qui rend la proposée (a) une 


différentielle exacte , est 
1 
Pr +Qy+ Rz + etc. 
EXEMPLE. Intégrer l'équation différentielle inexacte 
et homogène 


(yx+ y?) dx — (x°— yx) dy = 0. 


.(332). 
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Nous ayons 


P=yr+y, Q—=—x +zxy, 


donc 


Px + Qy—2ÿx, 


ainsi le facteur cherché est 


, ce qui donne 


mn se 


l'équation différentielle exacte 


dont l'intégrale immédiate est 
PE+LE + E = cons, 
2y 2x 2y 


x 
— + lxy = const. 
dé 


ou 


364. La règle précédente est en défaut lorsque le 
degré n d'homogénéité de l'intégrale cherchée U est 
nul , puisqu alors intégrant l'équation (d) de l’article 
précédent , on aurait l’intégrale du premier membre 


Au 
= — — oc. Mais dans ce cas de 1n—0,ona,enne 
eo) 


considérant d’abord que l'équation à deux variables, 


Pdx + Qdy = 0....(a), 


celle (c) de l’article précédent qui donne 


Px+Qy=o, doù er? Mt (b); 


ce qui réduit l'équation (a) à celle 


29 (£) 
PE" \—0, fou /Pyd.| — }o:celcis 
: »d.(F)=0.. © 


donc afin de pouvoir intégrer la proposée lorsque son 
intésrale 
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intégrale homogène est d'un degré nul, cequiestindi- , 
qué par l'équation (b) , il faut multiplier l'équation 
(c) par un facteur 8 qui rende 8Py — à une fonc- 


| x 
tion de —. 
EXEMPLE. Intégrer l'équation différentielle inexacte 


et homogène 


(x°y + y3) dx — (x + xy°) dy — 0. 


On a 
P=y(x +7), Q=— zx (+); 
donc 
SR. 
8 ÿ 


ce qui indique d'abord que l'intégrale de la proposée 
est de degré nul. Il faut donc multiplier la valeur de 
Py, c'est-à-dire y*(x* + y*) par un facteur 0 qui 
rende 


D" Ce +3) =f(); 


et il est aisé de voir que ce facteur doit être y’x* ; 
ainsi l’on aura à intégrer l'équation 


+ ÆN 
(HA (RES 
ou a(® ;) + —> : )_., 
dont l’ Fe est 


7 


——*< == COnSt,, “ou 


s 


2 a 
“ae | 


= const, 


6 
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Considérons maintenant l'équation différentielle 
‘inexacte et homogène à trois variables 


Pdx + Qdy + Rdz = 0..... (d), 


dans le même cas de 7—0, ce qui donnera l’équa- 
{ 


tion 
Pr FOyH Rz 0... 2. (e), 


? 4 


d’où 


| x 
R=—P£—Q7 PAS, De Ue (P5 


substituant cette valeur dans l'équation (d) , elle se 
réduit à celle 


P —) LQ (ES —, 


laquelle étant divisée par z donne l’équation 


Ainsi afin que cette dernière équation , et par consé- 
quent la proposée (d), soit|intégrable , il faut multi- 
plier l'équation (g) par un facteur & qui rende 6P 


fonction de = et 0Q fonction de L. 
EXEMPLE. Întégrer l'équation 
z°x°dx + zy°dy — (2zx° + yf) dz— 0....... (h). 
Comparant cette équation avec celle (d), on a 
P—=zir,s Q=cyhn R=— (2x + y), 
donc | | 
Pr+ Qy + Rs 22 + 2yf— 20 — ay 0; 


d’où nous conclurons que l'intégrale de la proposée, 
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si elle est susceptible d'intégration, est une équation 
homogène d’un degré nul. Substituant les valeurs de 
P et de Q dans l'équation (g), on a celle 


"+ . T e] . 
Or ,6z°x° ne peut être. fonction de — qu'en faisant 
1 4 à 
ô — —, et cette même valeur de 8 rend fzy° fonc- 
2 


tion de Ÿ; donc la proposée est intégrable , et l’on a 
Z : 


(EN LYS 
= d(E)+La()=0; 
z* Ve + “UV . 
intégrant cette dernière équation , on,a pour intégrale 


exacte de la proposée (4), l'équation 


421°+3yt 


1234 


l'équation 


== — == const. ou ==,cOnSst. 
323 + Z n] 


Enfin , ce que nous avons dit précédemment suffit pour 
voir Gite généralement dans toute équation différen- 
tielle inexacte et homogène entre un nombre quel- 
conque de variables, représentée par 


Pdx + Qdy + Rdz.....+Tdt=o, 
dans laquelle on aura | 
Pr +Qy—+Rz....+Ti—=o.....(R), 


il faudra, pour que la proposée soit intégrable , qu’on 
puisse trouver un facteur 0 qui rende en même temps 


æ=f(), 0Q = f @), ER =); etc. 
ÿ 
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365. Cependant il y a des cas où l'équation (e) de 
l’article précédent étant satisfaite , et la proposéé étant 
susceptible d’une intégration exacte , on ne peut trou- 
ver le facteur qui rend en même temps le produit 


6P une fonction de — , et celui 8Q une fonction de 
3 


4 il faut alors avoir recours à une transformation 
3 | 


qui conduit à une équation ne renfermant plus que 
deux variables qu'on peut séparer si la proposée est 
susceptible d'intégration ;' telle est, par exemple, 
l'équation 
(ay—bz) dx + (cz—ax) dy + (bx—cy) dz —0o...(a), 
qui, comparée avec l'équation | 
© Pdx + Qdy +Rds—o, 

donne 

P=ay—bz, Q=—cz—ax et R—bx—cy, 
d'où 
Prx+Qy+Rz=ayx—brx+czy—axy+bxrz—cyz=0 ; 
il faudrait donc , suivant la règle précédente , trouver 
un facteur 8 qui rendit en même temps è 


8 (ay—b)=f" et B(ca—ar)=f+, 


ce qui est impossible : mais faisant 
LE MO MAN + Lt C3 TR 
d'où 
dy =rdx + xdr et dz = udx + xdu, 


f : 
et substituant ces valeurs dans l'équation (a), onaura, 
toutes réductions faites , l'équation 


Çsu— a) dr = (cr — b) du, 
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d'où l'on tire celle séparée | 


dr du 


cr — b cu— «a? 


dont l'intégrale est 


1 [= == l,const.; 


ou passant des logarithmes aux quantités algébriques ; 
et substituant les valeurs de r et de x déduites des 


équations (b), on a.pour intégrale de la proposée (a), 
cy — bx 


CZ = 0X 


==Uconst: 


On opérerait d’une manière semblable pour les équa- 
tions homogènes à un nombre quelconque de variables 
qui satisferaient à l'équation (k) de l’article (364), 
si l'on avait trop de peines à trouver le facteur inte- 
gral 8 qu’exige la méthode de l’article 364, et l’on 
n'aurait plus, comme par cette dernière méthode où 
le nombre n de variables x, y ,z....s,t se réduisent 


BAY ZE ASIN RES 
aux 7 —1 variables 35317 Juà intégrer une 


équation qui renfermerait une variable de moins. 


366. Lorsque dans l'équation différentielle et homo- 
gène qu'on veut intégrer , celle (=) de l’article 364 
n'est pas satisfaite , alors le facteur intégral 8 [éq.(332)1 
est toujours connu. Mais il est souvent plus commode 
pour opérer cette intégration, de se servir d’un procédé 
semblable à celui de l’article 365, lequel conduit , dans 
ce cas, à la transformation de l'équation qu'on veut 
intégrer en une autre , dans laquelle il ne reste, comme 
à l’article 359 relativement aux équations homogènes 


R] 


à deux variables, que June des anciennes variables 


86 INTÉGRATION DES FONCT. ET ÉQUATIONS 
isolée dans un seul membre avec sa différentielle ; de 
manière que l’on n’a plus qu’à intégrer une fonction 
différentielle renfermant une variable de moins que la 
proposée. Par exemple , soit proposé d'intégrer l’équa- 
tion différentielle inexacte et homogène 
(y° +yz + 27) dx + (x? + 22 + 2°) dy 

+ (x°+ xy + y”) dz—0o..,.(a). 
IL est évident d'après ce que nous avons démontré à 
l'article 363 , que pour rendre cette équation une 
différentielle exacte , il faudrait la diviser par la 
quantité - 

Cy°+yztz) 2 + (xx te) y + (a +xy +7) 2; 

mais il est beaucoup plus commode pour opérer l'in 


tégration de la proposée, de se servir de la méthode que 
nous venons d'indiquer. Soit donc fait 


Y—=Ix et Zz—=uUXx, 
d'où 
dy — rdx + xdr et dz—udx À xdu. 
Substituant ces valeurs dans l’équation (a) ,on a, 
toutes réductions faites, 


dx dut dr  rdubudr+du+ dr 
D UHET HI ur+ ur ; 
dont l'intégrale est 
PR re AGE Dre Lt const. ; 


donc mettant à la place de r et de v leurs Late | 

z 
respectives À et—, et passant des logarithmes aux ex- 
pressions algébriques, il vient 


yz + xz + JT, 
y+z+e = const., 


ce : qui est l'intégrale de l'équation (a). 
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367. Il est évident, d'après ce qui a été démontré à 
l'article 363, qu'on trouvera aisément le facteur 8 de 
toute équation différentielle qui pourra se transformer 
en une homogène, puisque le facteur (332 ) de cette 
transformée étant connu, il n'y aura qu'à y substituer 
les valeurs des nouvelles variables en anciennes. Par 
exemple, l'équation (293) [ art. 340 | se transforme en 
l'homogène (289) [art. 339 ]; or, le facteur qui rend 
cette dernière équation une différentielle exacte, est 


‘rl 


donc mettant pour abréger w et à à la place des 
valeurs déterminées de ces quantités [ équat. (b), 
art. 340], et faisant attention que des équations (a) 
du même article 340, on tire 


æœ—=x—o et y=yÿ—)à, 


on aura pour facteur intégral de l'équation (293) la 
quantité 
1 


a (x —0) + (b+e)(x —0) (y —9)+g (y —2)" 


368. Nous ne nous arrêterons pas plus long-temps 
sur la recherche des facteurs intégraux des équations 
différentielles inexactes à plus de deux variables ; car 
cette recherche offre presque toujours des difficultés 
insurmontables , ce qui paraît étonnant lorsqu'on fait 
attention que toute équation différentielle inexacte , 
susceptible de devenir exacte par la multiplication 
d’un facteur intégral , peut encore devenir exacte par 
la multiplication d’un nombre infini d’autres facteurs 
intégraux qui résultent du produit d'un seul de ces 
facteurs par une fonction quelconque de l'intégrale de 
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la proposée. En effet, soit supposé que 


| Pdx + Qdy + Rdz + etc. 
étant une fonction différentielle inexacte , le facteur 8 
Ja rende exacte, et que conséquemment dU repré- 
sentant la différentielle exacte d’une fonction U des 
variables x , y, z...., on ait 


6Pdx + 0Qdy + ERdz + ete. = dU.....(a). 


Il est clair que si l’on multiplie les deux membres de 
cette dernière équation par une fonction de U que 
je représente par F (U), de sorte que le second membre 
de l'équation 


EF (U) Pdx-+{F (U) Qdy+-8F (U) Rdz-etc.=F(U)dU 


soit une différentielle exacte ;-le premier membre de 
cette équation sera une fonction différentielle exacte ; 
et à cause que F (U) peut avoir un nombre infini de 
valeurs differentes, qui rendront F (U) dU.une diffé— 
rentielle exacte , il s'ensuit que si un seul facteur 8 est 
susceptible de rendre exacte une fonction différentielle, 
il y en a un nombre infini d’autres ÜF (U) qui opére- 
ront le même effet. 


CHAPITRE, V. 


De la méthode inverse des facteurs. 


369. Tovre équation différentielle à deux variables 
étant susceptible de devenir intégrable par la multi- 
plication d'un facteur © ( art. 360), et cependant 
l'analyse étant presque toujours insuflisante pour trou- 
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ver ce facteur , nous allons prendre une marche inverse 
de celle que nous avons prise dans le chapitre précé- 
dent, c’est-à-dire qu’au lieu de chercher directement 
le facteur qui rend intégrable une équation différen- 
tielle, nous allons chercher la relation qui doit exister 
entre les coefficiens variables des differentielles d'une. 
équation donnée de forme. seulement , pour qu'un fac- 
teur donné aussi de forme seulement, rende l’équation 
intégrable. C’est dans ces recherches qui servent à 
trouver les facteurs propres à rendre intégrables un 
nombre infini d'équations différentielles à deux varia- 
bles, que consiste la méthode inverse des facteurs dont 
nous allons nous occuper. 


370. PROBLÈME I. 7 rouver la relation qui doitexis- 
ter entre les fonctions indéterminées X, X' de x qui 
entrent dans l'équation 


Xydx + X'dx + ydy = 0...., (333), 


et celles £, E’....E m2) de même nature qui entrent 
dans l'expression du facteur 


DRE En NN ES PAR AE M ANS 
SON LENS TEE ne SL 


pour que l'équation (333) soit intégrable en la mult- 
pliant par le facteur 8. 


SOLUTION. ; Comparant l'équation (333) avec la 
générale 
Pdx + Qdy En O0 
PR NON ete Qt, 


et substituant ces valeurs dans l'équation (27) 


(art. 358), il vient 


on a 


CXy y+X0T y En DD ADO): 
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Substituant dans cette dernière équation les valeurs de 
d4, d”8 et 6 que donne l'équation (334), et faisant 


d'fG)e fc) de, died 
dt du; dé =neimdes etc. 


il viendra une équation complète du degré m par 
rapport à la variable y qui, devant avoir lieu indépen- 
damment des valeurs de y, ne pourra généralement 
être satisfaite qu’en faisant chacun des coefficiens égal 
à Zéro , ce qui donnera un nombre m +- 1 d'équations 
par le moyen desquelles on cherchera à déterminer 
les valeurs des m + 1 indéterminées X, X’, £,, E, 
£, , etc., et substituant convenablement ces valeurs 
dans les deux équations (333) et (334), on aura satis- 
fait à la solution du problème proposé. 

Nous allons, pour éclaircir cette théorie, en faire 
quelques applications. 

1°. Proposons-nous d’abord de trouver les valeurs des 
quantités indéterminées X et X’ de l'équation (333), 
pour qu'elle devienne intégrable en la divisant par 


Ly +f GT. 


Faisant 0 — 


; 
[y KG) OL a 


a ma 
dy 50 ECO TER | 
e 

dB —ndf (x) dde es fi) 


Substituant ces valeurs dans l'équation ( 335 ), on a 


celle 
ne de +nX" —=o 
— nl) — f (x) X 


2 
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qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs 
de y, donne les deux équations 
J> q 


{G—1) X—nf' (@)=0 et nX'—f{x)X—0}.. .(o), 
d’où l’on tire 


= nf” (x) (x) __ ndf(x) 


N—1  (n—1)dx UE 
et 
r_f@)$" (@) _f@)df (=) 
X den mt oc ue et (0 


Substituant ces valeurs dans l'équation (333), il vient 
celle 


nydf(®) + FD df() 


fhi it 11e LL 


+ ydy = 0..... (336), 


qui n'est pas immédiatement intégrable , mais qui le 
devient en la divisant par la quantité 


Cy +f GT... (G8n0 "Te 
Soit, par exemple , - 
FE) Pete ne, 
alors on aura l'équation différentielle non intégrable 
2ydx + xdx + ydy —0o, 
qui le devient en la divisant par ( y + x }* [XX], et 


[*] L’équation (336) étant homogène, pourrait encore se rendre 
exacte en la divisant par la quantité 


ft a+ DE 4 je (art. 363) 
[**] Ce diviseur est identique avec celui dont nous avons park 
dans le renvoi précédent, en y faisant 
n=2 "et f(x) =x. 
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il est aisé de voir qu'effectuant l'intégration, on a 


SES] 


== l mn = const. || 
+040 
Si Pon fait n— 1, l'équation (b) donne 
df(æ)=0o, d'où f(x) — à une constante c (*); 
et substituant ces valeurs dans la seconde des deux 
équations (a), il vient celle , 


NES ce Xi 
donc l'équation différentielle inexacte 
Xydx + cXdx+ydy=0o.....() 


étant divisée par y + c donnera la différentielle exacte 
et séparée k 
Xdx + 29 0,......0), 
Tr . 


dont l'intégrale est 


SXdx+y—cl(y<+c)—=const......(). 
E 
11°. Trouver la relation qui doit exister entre X, 
X' et £ pour que les équations de la forme de celle 
(533) deviennent intégrables en les multipliant par le 
facteur 
1 


TC+FSC y FE) 


Faisant 


déto) == apr beth dE dr, 


(*) I ne faut pas considérer cette constante c comme une quan- 
tité constante arbitraire ; c’est une quantité constante quelconque et 
déterminée qui entre dt X’, et par suite dans les équations (d), 
(w) ; et la constante arbitraire de l'intégrale de cette dernière équation 
est ce que nous représentons dans l'équation (x) par const. 
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on aura 

rate 1 2 Pr A M 
EU Le ps AUD DE 
€ 


d8 __—n[2y+f(x)] ., 

PAPE TEAP TC TAEr STE 
Substituant ces valeurs dans l'équation (335) et ordon- 
nant par rapport aux puissances de y, on aura l'équation 
(on—1) 1e 3°+(a—1)Xf(x)) y+nX"f(x)—=0...(d), 

—nf"()} +onX —XE | 
—nëË, 

qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs 
de y, ne peut être généralement satisfaite qu’en fai- 
sant chaque coeflicient égal à zéro, ce qui donne les 
trois équations 


X=——$ (TE ARE Re (e), 
(n—1 ? 2 LD, onX' = n£,, 


par le moyen desquelles éliminant X et X”, et substi- 
tuant respectivement aux quantités f” (x) et £, celles 


df (x). dë 


et", on parvient à l'équation 


dx dx 
nd Fo MTL f(x)P f(x) = 0... (@), 


n— 1 
qui est de mn même Fo que celle (296) [ art. 3411, 
et dont conséquemment on trouvera par le moyen de 
la formule (297), que l'intégrale est 
4 Cas) 


Cf GIE — {I =c, 


en représentant par c une constante. Prenant dans 


+ 
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cette dernière équation la valeur de £, on a 


= 4 LOF +cLÉCOE 
Substituant cette valeur de Ë, ainsi que celle de X 
C équat. (e)] dans l'équation (f) ; ensuite substituant 
les valeurs de X et de X” dans Péquation (553), et 
celle de £ ['équat.(h) ] dans le facteur 4, on aura 
l'équation différentielle inexacte 


3—2n 
nydf (x), fG)df(x) , Cf) I" df() 
O7 —1 + A(2n—1) REP ER AS | 
APUME= OU en (538), 


qui se rendra exacte en la divisant par la quantité 


{HO y + Cf T4 Cf GE (839). 


Cette solution ne satisfait pas au cas où n — +; mais 
alors l'équation (d) se réduit à celle 


1 (x)9+3 L'ASIE Ad X'f (x) =0....(1), 
pr \ + À 


r[=ÉET= 


ce qui donne | 
flz)=c, 


en représentant toujours par c une constante. Les 
autres coefliciens de l’ équation (z ide étant égalés à zéro, 


(] 
d'où 


mettant à la place de £, sa valeur — , et par le moyen 


É 
des deux équations résultantes, prenant les valeurs de 
X et de X’, ona 


d? ofd£ 
QT RAS «Ch ’ 
(45 — ©) dx & x = CAS )dx 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (333) et dans 
le facteur (334), on a l'équation différentielle inexacte 


RE + sd = de CES AO) 
qu'on rendra exacte en la divisant par 
Vy + cy+E RAA (341). 
Pour intégrer l'équation différentielle inexacte 
CGyÆE)GE 1 ydy 


EE fe ——" —— —0....(342 
GE) VYHOHET VY+o+E A 
commençons par intégrer partiellement le dernier terme 
par rapport à y, ce qui nous donnera, d'après la mé- 
thode he va à l’article 249, 


= Cy + 
fr > es a Fées : 

— 7} Cl [y 5 c + Vy+cy+E]........ (k). 
Or , il est clair que l'intégrale de l'équation (342) ne 
peut différer de celle () que d’une fonction de x; cela 
posé, différentiant l'intégrale précédente par rapport à 
y et £, ce qui donne pour sa différentielle complète 


CPE EN CI EM SES TEE 7, 
VYHOYRE  VY+oHÉLay+c+2/ y ++) 
ensuite retranchant cette différentielle de celle (342), 
et réduisant au même dénominateur, on a la fraction 


A CE] Cayo y ey EI V y +ey+E 


qui réduite à sa plus simple expression en divisant ces 
deux termes par 


Coy + ete Vy + +EÏV + +E, 


2 
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devient 
: cd£ 


4ACE—S)? 


or l'intégrale de cette dernière fraction est 
€ 
Z LCE—c); 


donc ajoutant cette quantité avec l'intégrale (k), on 
aura complètement 


fCéquat. (849)1= {VF +9TE 


ee a 


Si n—1, alors l'équation sa se réduit à celle 
homogène 


D HE(D LCR 2 f(x) af Dteo CU 


et la quantité (339) par laquelle on doit la diviser 
pour la rendre une diliérentielle exacte devient 


PH @A+ EE LFG)T, 


ce qui est conforme à ce que nous avons démontré 


à l’article 363. 


Si nous poursuivions nos recherches sur le même 
sujet, c’est-à-dire, si nous nous proposions en troisième 
lieu de trouver les relations qui doivent exister entre 
X , X’, £ et pour que les équations différentielles 
inexactes de la forme de celle (333), pussent devenir 
exactes en les divisant par une quantité dela forme 


+ Y + Er HE), 


(Ac 


il 


A PLUSIEURS VARIABLES, 97 
il faudrait, pour déterminer £ et E’, intégrer des 
équations différentieMes du second ordre dont nous 
n'avons pas encore parlé , et qui d’ailleurs sont géné- 
ralement très-difficiles à intégrer. 

Il est à propos d'observer que si l’on change seule- 
ment les signes de n dans les résultats précédens, on 
satisfera de même à la solution du problème dont la 
condition est que le facteur soit de la forme 


Cy"+ f(x) y" HE VTT FHE ve PT: Re A .(344). 


On trouvera, par exemple, que l'équation différentielle 
imexacte 


qe 


nydf (x) f(x) d E 4 CGT ee A 
2n—+1 4(2n+ 1) on 1 
+ydy =0.....: a à (345) 


devient exacte en la multipliant par. 


{ +) y ++ Cf CFE (846). 
371. PROBLÈME Il. Déterminer la relätron qui doit , 


exister entre X et X’ pour que les trois équalions diffé- 
rentrelles inexactes 


AU CPLE Xydx + X'äx “x ydy.= o 

AT) nat Xydx + X'dy + ydy =o |... 

(c)......Xydx Æ X'ày + xdx = 0 

deviennent exactes en les multipliant par le facteur 
B—(x+ ÿ}":..,1. (548). 


SOLUTION. I. Comparant l'équation (a ) avec celle 


Pdx + Qdy—0..,..(d) [équat. (326), art. 358 ], 


on à 
P=Xy 4+X et Q—=y; 
7 


1 
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d'où l'on tire | 


me" 0! dr? 
dj = CH: TE = O 
de plus,on a 4 
ban} d'épu 


Ne FPRATVES Te dy — n ( x + yibr; 


donc substituant ces “valeurs dans l'équation (327) 
Cart. 358], on aura, toutes réductions faites, l'équa- 
tion 

[(n+1)X—n]y LnX HXxr—0, 
qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
ÿ, ne sera généralement satisfaite qu’en faisant 

(n+i)X =n—=0o et nX'+Xrx=o; 
d’où lontire 
| n ï , 2 
X=———— et X'—=— j 
7 + 1 n +1 | 

Ainsi substituant ces valeurs dans l'équation (a), on 
aura l'équation différentielle inexacte 


(ry—zx) dx 
DA TN” dy =0.....(549), 


qui deviendra exacte en la multipliant par (x +-y}". 
Effectuant la multiplication , et obse rvant qu'alors le 
premier membre de l'équation (549) est une. fonction 
différentielle exacte , on aura d’ aprés la méthode ensei— 
gnée à l’article 398, | 


SA Ni: «HE (x+y)"=o] 
T y n+1 ni y—x] : 
= [ GRDBR) F5 Co t | $ (50)*]. 


[*1] Il est à propos dé faire ici une observation qui vient à appui 
de ce qui a été déjà dit à l’article 368. 


. L’équation (349) étant homogène , pourra encore se rendre une 
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Si l’exposant » du facteur (348) était négatif, 
à la place de l'équation (349), on aurait celle 
ny + x 


TD 1] 


alors 


dx + ydy = 0......(351), 


qui deviendrait une différentielle exacte en la divisant” 
par (x+ y }", et il est aisé de trouver , toujours d’après 
la méthode de l’article (323 ue 
9 » 


f Céquat. (651)] RS =] 


x Li 
les Hope =cont |..G52). 


La solution précédente échappe au cas où n —— Lt 
mais il est aisé de voir que pour cette valeur de n, 
l'équation (549) , ainsi que celle (a) du groupe (347), 


se réduisent à l'équation 


ÿdy = 0, 
qui est immédiatement intégrable sans le secours de 
Tacteur. Donc toute équation de la forme de celle (a), 


dans laquelle les fonctions X et X’ de x ne sont: 


pas des quantités nulles, ne peut s'intégrer en la divi_ 
sant par x+y.La même solution (359) échappe encore 
au cas de 7 — — 2 dans l'équation (549), ou n — », 


différentielle exacte en-la divisant par : 
u 


ü | 
Nr TIRE : 
yre)e + #2 (art. 363), 

c’est-à-dire en la multipliant par 

n +1 
ÿ (Y+x)(ny+y —x) ? 

qui ést' le produit du premier facteur (y + x)" multiplié par la 
(a+ 2 ne partie de unité divisée par l'intégrale de l'équation (347). 


7 à 


1 


- 
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_ dans l'équation (351), parce qu’alors il y a des loga- 
rithmes dans l'intégrale. En effet, il est aisé de voir que 


meet mom] 

à = = RCE pee ONE , 
Ce qui, conséquemment , est l'intégrale de l'équation 

| (2y+zx) dx + ydy = 0. 

Ir. équation (b) comparée avec celle (d) donne. 


P=Xy et Q—ZX'+#, 


# 


d'où ÿ k 
YP EQ 
MER 0 dé Zn 
Substituant ces valeurs, ainsi que celle n (x + YA 


de ‘ et de 5 dans l'équation (327) [ art. 358 ], on 


a celle 
4 C4 
Én 4) SE à y— nes Aer = 0: 
| dx dx 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
y, sera généralement satisfaite en posant les équations 


? 


dX 
M à ci ie pr (e) 
et nX" +R HER NET (f), 


par le moyen descaé ei) éliminant X et multipliant la 
résultante par dx, il vient l'équation différentielle 


xdX"+(n+ 1) X'dx = xdx, 


qui est de la même forme que celle (296)[art, 3411,. 
et dont conséquemment l'intégrale donnée par l'équa- 
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ton (297) du mème article, est 


Dr c4 x"+r3 
X (nbo)ati s os be oc UD. (g) , 


en représentant par c une constante. Mais éliminant 
2 | ; 


cu entre les deux équations (e) et (f), on a celle 


dx 
x — x — X 


ZT 


et y substituant là valeur de X’[équat. (g)], il vient 


RE AD x 
n +2 (n+o)arts 


Enfin mettant cette valeur de X et celle de X’ 
[équat. (g)] dans l'équation (b), on a celle différen- 
tielle inexacte 


c ydx 

(x + 1 A) n +2 
C Œ ; 
+ be #)# en Cie . 693); 


qui devient exacte en la multipliant par (+47 }"; et 
prenant l'intégrale par rapport à y seul des trois der- 
niers termes de l’équation (355) multipliée par (x+-y}", 
ce qui donne l'intégrale entière de cette équation, 
puisqu’ après sa multiplication par (x + y }", son pre- 
mier membre est une fonction différentielle exacte 
(art. 323), on aura 
Pre” 


+ S'ydy (x + y) = const., 
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et effectuant les‘intégrations , il vient 


fE équat. Se PR 
= {+59 Ka Pt be const. }.. 659. 


Si n est négatif, alors on a l'équation inexacte 


ñ — 1 Ho a Ra dx sa ex" "dy. 
1 — 9 1 —92 

xd LE En 
—Z NT Ydy eh: (855); 


qui devient exacte en la divisant par Cx+y)", et 

intégrant comme nous l'avons fait pour l'équation (353) 
d’après la règle prescrite à l’article 323 , on a 

Te (n—1) 


STléq. G55)] = FÉRERr = const. || .(356). 


Si n—— 1, alors substituant cette valeur de n dans “ 
l'équation (353) , ou plus simplement faisant n — 1 
dans l'équation (355), on a NE qu: différentielle 
inexacte 


? 


ES, + Ce 0) dj + sde RAD #.(857) ; 


qui divisée par y +x est exacte , et l'on trouve 
SE eq. G57)]= E (== +y — const. |..(658). 


Sin —— 9, alors faisant dans l'équation (355) n==2, 
le dernier terme ydy disparaît, et il reste l'équation 
différentielle homogène inexacte 


ydx + cydx — cxdy —axdy—=0o....... (h), 


qui divisée par (y + x )* devient exacte, et alors son . 
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intégrale, est Jar 
CeHr)y 
Fe 
HP. Pour la troisième équation (c) du groupe (547), 
on a 


= const. (*). 


Re jé +zx et. Q—X", 
d'où 
7 P — 
pre D: X et dx = ; 
ainsi faisant les substitutions convenables dans l’équa- 
tion (327) [ art. 358 |, on a celle 


[Gu4) x |y- y + nan Xe x XX =O, 


qui devant être satisfaite indépendamment des valeurs 
de y, donne les deux équations 


(*) Ge résultat est conforme à ce qui a été dit à l’article 364. En 
effet, on a dans l’équation (h) celle Q= — P* qui est satisfaite ; 
il faut donc PLPir oh (») par un facteur qui rende 


6Py ou O(1+c)) y? une fonction de me ce qui aura lieu en 


faisant 
EL PT TR ve 
er PE AE 
SEA À 
puisqu’alors on aura 
8(1+c)y =. Ir € 
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d'où éliminant X , il vient l’équation différentielle 
XX" + (n+1) X'dr =(n=1) xdx, 

qui est de la même forme que -celle (296) alé 341 | ; 


et dont conséqueminent l'intégrale donnée par l'équa- 
tion (297) [ art. 3411] est 


m1 a AU at Li 
Mai en à SRG 1, FRET 


Mais éliminant "7 entre les deux équations (2) et 


(k) , il vient 


: 
1: 


| se 
X =r 2 =" 
x 
et daté un cette dérnière équätion à valeur 
de Pa déduite de l'équation Ce) ; on a celle 

Li 1 C 

se RE cie à m}: 

ni Te aus (nh. 
Enfin mettant cette valeur ainsi que celle de X'’ 
[ équat. (Z)] dans l'équation (c), on a celle différen- 
tielle inexacte 


POS Y Lx dx 


n+2 DURE, it 


+ ATEE s+-s | SO 5 (359), 


n ñn + 2 2 LES 


qu' on rendra exacte en la multipliant par (x+y)}". 
Ainsi on aura, d'après la règle de l’article (59) > 


f Léquat. (359)]— 
M ne EVE tes 
rue Lire + [9 (a+) dy cons } 
et effectuant l'intégration , il vient 
| N LRN (359 )] = 


_ LC rat + = de const. |.. G6o). 
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Si n est négatif, alors l'équation (359) se réduit à 
celle différentielle inexacte 


[+ Cx? y — Jér 
dust = x + ex | dy = o0,:..(561) , 


qui da exacte en la divisant par (x + y)", et 
intégrant à l'ordinaire suivant la règle de l’article 323, 


on a 
JE équat. (361)] = 
T1 it sed cn 44 
[Es + cx ) G-DGHp =const. | .. (362). 


Dans le cas de n — — 1 pour l’équation (359), ou de 
n—1 pour celle (361), on a les intégrales respectives 
(560): et (362) de ces équations qui sont insisnihantes. 
Mais substituant cette valeur de n——1 dans l'équa- 
tion (559), ou plutôt celle de n — 1 dans l'équation 
(361), on a celle inexacte 


G—T+z)dr Fo 0..…..(668), 


qu’on rendra exacte en la divisant par y 4x; ainsi 
on aura à intégrer l'équation différentielle exacte 


dx cdy 
doses =9P5s Ho 
ARTE AIMER Tia à 


ou 


xdy—ydx y cu. (le | 
ef (na 


x 
et intégrant, il viendra 


fléquat.(868)1=Ù + (2) const. | (364): 
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Sin=—2, alors faisant dans l'équation (362) n— 2, 
elle se rate à l’inexacte 

ydx — xdy = 0, 


qui devient exacte en la divisant par (y + x}),et a 
pour intégrale , après cette division, 
const. — i, 
ER 
ga, PROBLÈME III. Trouver La relation qui doit 
exister entre les quantités X, €, E' qui représentent 


des fonctions de x, afin que Îles équations différen- 
tielles inexactes ne la forme 


dy + y°dx+ Xdx — 0.....(365) 


deviennent exactes en les hepérane par un facteur 


de la forme 


dans lequel F(x) représente une fonction détermi- 
née de x 


SOLUTION: Comparant l'équation (365) avec celle 
Pdx +Qdy — o, on a 


A à Lx et D: 


donc L æQ 
YP d 
d = t PAT = O0; 
de plus, faisant pour abréger 
dF K° dE" 
F'(x) — Sep Ph 2 


V4 
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on a 


DB _— 2yF(x) H2EF(x) 


dy Cy +28 +ET 


et 


2 C'HoËy HP TF (x) — FC) [af HE Te 

& = RS ser Mo 
Substituant ces valeurs dans l'équation (327)[ art.358], 
multipliant par (y*+ 22y + £"})", réduisant , transpo- 
sant tous les termes dans le premier membre et or- 
donnant par rapport aux puissances de y, il vient 
l'équation | 
2F(x) £ l y°—2F (x) X | y—2F (x)X£= 0 
FI) —2F@E | — FE (@), 

+2F Go) & | + FG@E 

HE (ETES 
qui ne peut être généralement satisfaite indépendam- 
ment des‘valeurs de Z qu'en faisant chacun des coefli- 
ciens de y égal à zéro. Or, Le coefficient de y* étant 
rendu nul, SA 


F'(x) 
£ = 2F(x) ...... (c) 9 
donc MIT 
F)E"(x)—CF"(x) le HR 
PU — @ SEE )] [3°, 2° et 1"*eq.du grou.(a)]. 


Substituant ces valeurs dans le coefhicient de y égalé 
à zéro, on a 


Fa) Fx)—o[P@)T à 


donc la troisième colonne de l' équation (b) étant éga- 
lée à zéro, on a 
7 F(x) F'(x) F'(x)—2[F op _ 
LORRE Ÿ 2 (D eu Sert Lai au Ba A Se Vs 
F(x)£:—2F (x) — 2[F(x)F 


108 INTÉGRATION DES FONCT. ET ÉQUATIONS 
f$ ns 
Substituant dans cette équation la valeur de £’ = 


[ dernière équat. du groupe (&)], multipliant par dx , 
et faisant attention que F’(x) dx — dF(x) [ première 
.équat. du groupe (a)], on a l'équation différentielle 
F(x) d:' — 9} dF(x) : 
F()F'(x)—9[F(x)} 2 
Es a MON PAIE dF (x) — (&| + (à) ° 
qui ést de la même forme que celle (296) [art. 341], 
et dont conséquemment l'intégrale donnée par l’équa- 


tion (297) est 
& = ce CF) +: (FGF x 


F(r)Fx)— (PC) 
LES #0, 


Substituant cette valeur de £” dans celle de X ['équat. 
(d)]; ensuite la valeur résultante de X dans Péquation 
(365) ; enfin substituant les valeurs de Ë et de ?’ 
Céquat. (c) et (e)] dans l'équation (366), on aura celle 
différentielle inexacte 


sm FCT)F (x) CRT 7, 

DAT nou 

h F(x)F"(x)—2[F(x)) 
{crc ir [2 DT TEE Ro un Gp 
qu’on rendra exacte en la multipliant par 
F(x) 
———. .. (868). 
rer 


D ai] 
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Soit ‘ 
EC) 2" 

d'où é 

Fr) = met F2) = (mm 1) x 
et 

F(x) F(æ)—2[0F (x F 

D nan } RENOT Li 


= — 7m (m + 1) = = Ts 


Substituant ces valeurs dans les formules (367) et (368), 
on a l’équation différentielle inexate 
m(m+2) _, 
ee À 

4 


qui devient exacte en la multipliant par 


dy+ y*dx — dx-+cx®"dr—0o... (360), 


Le sable 
Pour intégrer l'équation (369) multipliée par le Fac- 
teur (570) , nous nous y prendrons de la manière 
suivante 


f E'équat. (569) X (370) ]= 


Y x"dy xd 
A me cr po ms 9 GR) 


1 2xXy+ M 
= ——arc| tan = —————— 
Ve 5 O7 2 4 TE 


+ p(x) [ équat. (180), art. 241 1...... (f), 
Différentiant cette dernière équation, il Rent 
C équat. (69) x (870) }= 


ne dy (me pe CE 
Y°+my 2 + (où Hi Ds mx +-dg(x) ‘en (g2: 
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Mais k 
[ équat. (369) X (370) ] — | 
zdp+.yx"dx — + m (m4) a"+dx + cadre 
Ales vs ma CAE 3 PT 
donc retranchant cette dernière équation de celle (9) ; 


ensuite prenant dans la résultante la valeur de do(x), 
on aura, toutes réductions faités, 


de (x) de d'or QUE 


(ar 22 


m1 
m +1? 
substituant cette valeur dans l'équation (f) , il vien- 
dra complètement * 


, 1 2yx + m 
uat, (36 = arc (tan qe mm re 
fCéquat. (369)] vZ Sr VA 
ami z 
= CONSEAIR : e 1). 
pre AMEN 
. » 
Remarque. Faisant successivement mn =0oetm——2, 


l'équation (369) se réduit respectivement à ces deux 
valeurs de m aux deux équations 


dy + y’dx + cdx —0.....:,(h) 
et dy + y’dx + cx7fdx —=0o.....(1), 
qui sont de la forme de celle du comte Riccati 


[ équat. (312)], dans les premier et troisième cas de 
séparation [| série (316) , art. 351 |. 


On trouve tout de suite par le moyen de la formule 


(671) que 


f G=| are (tang =) - x — const. | + 


O=| ae (ans PT — 1 const. JO. 


(*) Comparant l’équation (i) avec celle: (314) Cart, 351 J;ona 
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375. De même, si l’on veut connaître la relation 
qui doit exister entre certaines fonctions indétermi- 
nées des variables qui se trouvent dans une équation 
différentielle inexacte à trois variables de forme dé- 
signée , et dans le facteur aussi de forme désignée, qui 
doit rendre exacte l'équation différentielle ; on cher- 
chera par le moyen des trois équations du groupe (b) 
[ art. 359 ], à déterminer les valeurs des fonctions in- 
déterminées par un procédé semblable à celui dont 
nous nous sommes servis précédemment pour les équa- 
tions à deux variables. Mais afin que cette méthode 
réussisse , il faut que le nombre d'équations essentielle- 
ment différentes , ne surpasse pas celui des variables, 
et que dans ce nombre aucune ne se contredise. 


c——c, h=—1 et g+4=4, ou g=o. 


Substituant ces valeurs dans l’équation (3r2) [art. 351], il vient celle 


sr | — dz 


dz— —cdu — zdu ou du = * 
à C +22 “+ 
dont l'intégrale est | Al 
Const. 2= — u : ne (runs —— 
| 9 ve da ee EC 
mais - 
I Ï Y 
U—=- LL 2=- = — (Ya T 
x u u? ($4 ); 
donc 
I x(Yx—1 
const. ——— arc [rang ne QE) Te Lo 
L ve we | 


çe qui est la même intégrale que celle que nous a donné directement 
la formule (371). 
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CHAPITRE VI 


Des intégrales et solutions particulières des 
équations. différentielles du premier ordre ; 
propriété des facteurs’ ou diviseurs qui ren- 
dent exactes les équations différentielles 
inexactes, et qui sert, dans un grand nombre 
de cas , à découvrir ces facteurs, 


374. Queurs QUE soit Ja valeur que l’on donne à la 
constante qui complète une intégrale, la différentielle 
de cette intégrale étant toujours la même, il s’ensuit 
qu’une seule équation différentielle a un nombre infini 
d’intégrales différentes, que nous appellerons intégrales 
particulières. \ | - 

375. Oùtre ce nombre infini d’intégrales qui satisfont 
l'équation différentielle proposée par’ voie de différen- 
tiation, il y a encore quelquefois des équations primi- 
tives variables absolument indépendantes de l'intégrale 
de la proposée , qui satisfont à cette dernière équation, 
soit par voie de simple substitution, soit par voie de 
substitution et de différentiation. Nous appellerons ces 
équations primitives , solutions particulières (*). 


(*) Les dénominations d’intégrales particulières et solutions 
partuculières que beaucoup de Géomètres n’ont pas données aux 
mémés choses que nous leur faisons exprimer , ont cependant été 
adoptées par Laplace, et nous n’avons pas hésité, d’après cet 
illustre Géomètre, de nous en servir ; d’ailleurs les dénominations en 
question nous paraissent mieux exprimer que toute autre, le vrai 
caractère des choses qu’elles indiquent. 


376. 
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376. Toute équation différentielle 


Pdx +4 Qdy + Rdz+etc. = 0; 


dans laquelle les coefhiciens variables P, Q, R.... 
auront des diviseurs variables communs , sera évidem 
ment satisfaite en faisant chacun de ces diviseurs égal 
à zéro ; donc ‘alors l'équation proposée aura autant de 
solutions particulières de première espèce, c’est-à-dire, 
gui satisfont à la proposée par simple voie de substitu- 
tion, qu'il y'a de diviseurs variables communs à tous 
les coefliciens P, Q, R..... Ainsi la recherche de 
ces solutions particulières n’exige que celle du plus 
grand commun diviseur entre plusieurs polynomes. 


377. Mais il arrive aussi quelquefois que les coeffi- 
ciens variables P, Q,R...., n'ayant pas de communs 
diviseurs , on trouve cependant des équations variables 
indépendantes de l'intégrale de la proposée, qui satis- 
font à cette dernière équation. Par exemple, l'équation 
différentielle 

{VTay y—2) D] — x (ay) V2 
+ y V'xy— 2xy } dy 
—{ y(xy—1) Va" +x V/xy"—22xy }dé=o 7.1(aY 


qui , divisée par (V4 xy (xy—2)(x*—y*), a pour inté-. 
grale compiète 
y = VLry—2xy ] + Va p+c......(b), 
en représentant par c la constante arbitraire, a pour 
solutions particulières de seconde espèce c'est-à-dire 
pour solutions particulières qui satisfont à la proposée 
par voie de substitution et de différentiation, les deux 
équations 
63 PORN SEE RS RC ET ES nn À, 
2. 8 
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En effet, la première de ces équations réduit celle 
(a) à l'équation 
x Va —ÿdy + y V/x—ydx — Fe 

ou xdy + ydx = 0, 
ce qui est précisément la différentielle de l'équation 
(c). De même l'équation (d) réduit la proposée (a) 
à celle | 

; ydy — xdx =0, 
qui est précisément la différentielle de l’équation (d). 
Nous allons nous occuper dans les articles suivans, de 
la recherche de ces solutions particulières , qui sont 
presque toujours aussi utiles dans la résolution des pro- 
blèmes, que l'intégration complète des équations diffe- 
rentielles auxquelles ont donné lieu ces problèmes. 


378. Si l'équation différentielle 


dry) 0% 
a pour intégrale immédiate l'équation rationnelle 
EE à L ; y) — C) 


il est clair que la différentiation de cette intégrale ne 
peut que produire la proposée 
dF(æ; y) =; 
mais si l'intégrale immédiate de cette dernière équa- 
tion étant affectée de quantités radicales telle que 
l'équation 
m L 2 
Fay) + VT Ge y) + VI (x, y) + etc. —=c...(a); 


on la rend rationnelle , alors cette intégrale se pré- 
sentera sous la forme de l'équation 


Pr, Y)+cæ (x, y)" (x, y)...+c=o...(b), 
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dont il est évident que la différentielle ne reproduira 
plus l'équation 

dF(x,;,y)}=0o 
dont elle est l'intégrale, mais sera une équation diffé 
rentielle affectée de c et du degré g — 1 par rapport 
à cette constante. Cependant de la différentielle de 
l'intégrale (b) , on déduira la proposée 

Frs) = 0, 
en résolvant l'équation d(b)—0 par rapport à c, et 


introduisant cette valeur de c dans l'intégrale immé- 


diate (a). 


Pourrendre ceci plus sensible , prenons pour exemple 
l'équation ; 


(2 V'xy+x) dy + ydx — 0 y A (c), 
qui, divisée par 2 Wxy,a pour intégrale complète 
Y+Vzy= cc... (d) 


Eliminant de cette dernière équation le radical, il 
vient l'équation rationnelle 


J— ya +0, 
dont la différentielle 


(2y—x—ûc) dy—ydx —0.......(e) 
diffère de celle proposée (c) ; mais on tire de l'équa- 
tion (e) celle 

TER ydx. 

ELA 2 dy d 
et introduisant cette valeur de c dans l'équation (d), 
on reproduit la proposée (c). 
579. Cela posé, soit l'équation différentielle 


AE(a;y)= or: (a) , 
8 
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dont nous représenterons l'intégrale complète et immé- 
diate par 


fCx,3)+ VF G,7)+ VF CG, Y)=c.. 0), 


Eliminant les radicaux dans cette dernière équation, 
il viendra pour intégrale rationnelle de la proposée 
(a), une équation que nous représenterons par 


DCE LISE ON RS Ar 


Ainsi différentiant cette dernière équation par rapport 
à x et y, tirant de la différentielle 


DD LE NE) O0 d; na (G} 
la valeur de c que nous supposons être donnée par 
l'équation 


m0 (e,9)+0 (2,3, 2)......0, 


et substituant cette valeur de c , ou toute autre prove- 
nant de la résolution de l'équation (d), qui peut être 
d'un degré supérieur au premier par rapport à c,on. 
réproduira la proposée (art. 378 ) ; et il n’y a que ces 
valeurs de c qui peuvent produire un tel effet. Mais 
toute autre valeur de c que je représenterai par c’, qui, 
bien loin d’altérer celle donnée par l'équation (e)[*], 
rendra impossible qu’elle n’existe pas, devra évidem- 
ment changer l'équation (b) en une autre qui satisfera 
à la proposée ; car &i cela n'avait pas lieu, il s’ensuivrait 
que ce que deviendrait l'équation (b) par la substitu- 
tion de la valeur en question de c”, ne réduisant pas 
celle (a) à l'identique o—0, on aurait une autre équa— 


20 D 9 RE CROUS 7 


[*] Je ne considérerai, pour abréger, qu’une seule des valeurs 
de c donnée par l’équation {d), 
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tion différentielle 


dŒ'issY)=E0;, 


dont conséquemment l'intégrale serait différente de celle 
(b), ce qui changeraitl’équation (c) et par conséquent 
celle (d) ; donc la valeur de c serait différente de celle 
donnée par l’équation (e) ; d’où il s’ensuivrait que la 
valeur en question de c’, substituée dans l'équation (b), 
ne nécessiterait plus celle c donnée par l'équation (e), 
ce quiest contraire à ce que nous supposons devoir exis- 
ter , et que nous allons démontrer pouvoir toujours 
avoir lieu. En effet, différentiant l'équation (c) par 
rapport àx , yetc, en effectuant seulement la diffé- 
rentiation par rapport à c,ona 


dY® (x,y,c)H@(x,y;tc) de = 0. NP). 


Or , il est évident que cette équation se réduira à celle 
(d), et par conséquent donnera nécessairement à c la 
valeur exprimée par l’équation (e) , si l'on fait 
9(x,y,c)de—o, 
équation à laquelle on peut satisfaire de deux 
manières, 1% en faisant de — 0, ce qui donne 
c = const.; et comme on peut faire cette constante 
égale à une quantité quelconque a, b ,...... ,ilen 
résulte pour l'équation (b) une simple intégrale parti- 
culière de la proposée (a), que nous savons devoir tou- 
Jours satisfaire à cette dernière équation (art. 374): 
2°. enfaisant@(x,y,c) —=0 ; d'où résulte 
c'e PNA Ne (EN, 

qui substituée dans l'équation (b), donne lien, comme 
nous l’avons vu précédemment , à une solution parti- 


culière de la proposée: et généralement on aura autant 
de solutions particulières de l'équation (a } que l’on 
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pourra déduire de valeurs de c” de l'équation 


p(x,J,c)=0. 


Si la valeur de c’ donnée par l'équation (2) était cons- 
tante, alors on aurait encore par la substitution de cette 
valeur de c” dans l'équation (à), une simple intégrale 
particulière de la proposée. 


380. De la théorie précédente, il suit évidem- 
ment qu’une équation différentielle rationnelle alge- 
brique ne peut avoir de solutions particulières, puisque 
l'intégrale d’une telle équation se présentant toujours 
sous la seule forme algébrique rationnelle, on ne pourra 
pas obtenir pour c une valeur telle que celle donnée 
par l'équation (e) de l’article précédent , et par consé- 
quent à des valeurs de c” qui conduisent aux solutions 
particulières de la proposée. 


381. D’après toutes ces considérations, nous con- 
clurons la règle générale suivante, pour trouver les 
solutions particulières des équations différentielles du 
premier ordre qui ne sont pas rationnelles algébriques, 
et qui sont susceptibles d'en avoir. 


L'intégrale immédiate se présentant sous une forme 
frrationnelle, on la completera d’abord avec une cons- 
tante ©, ensuite on la rendra rationnelle (opération 
qui est absolument du ressort de la simple algèbre ) ; 
on différentiera cette équation par rapport à c seule- 
ment, sans écrire dc ; on fera le résultat égal à zéro, 
et itrant de cette équation toutes les valeurs de c, on 
les substituera dans l'intésrale immédiate et rendue 
complète, ce qui donnera toutes les solutions particu- 
fières de la proposée. 


APPLICATION, Trouver les solutions particulières 


on à 


RTS 
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des équations de la forme 


df(x,y) DIE CAN ET OR Did): 


D'ÉRCLX YU. 
Il est aisé de voir que l'intégrale immédiate et com= 
plète de cette équation est 


ft PLV (x, y) = c....(b), 
Cf(z,y)—cY=f" (x;y), 


et différentiant cette dernière équation par rapport à 
c seulement, sans écrire de, il vient 


n[f(x,y)—cT'=0, 
d'où l’on tire 
c=f(x, y); 
et substituant cette valeur de ec dans l'équation (b), 


on a 
« fata:V)50, 


qui est la seule solution particulière de la proposée. 


d'où 


Généralement , il est aisé de voir, sans calcul, que 
toute équation de la forme 


PIC RS TRE RAC EUR PEAR er 


" m[f'(zx, Y»2...)] # 
df"(x,y,23... 2) + a AAA 4072) 
“ACER EON 


a pour solutions particulières les équations 


LA NRA TE 14 (2::7,z...)=ojetc.}..(670): 


582. Nous observerons que c'est à tort que quelques 


320 INTÉGRATION DES FONCT.ET ÉQUATIONS 
Géomètres ont dit qu'il fallait différentier l'intégrale 
rationnelle (ec) L'art. 379 ] par rapport à y etc, ensuite 


J j k F 
par rapport à x et c, faire Do , après cela Te = 


enfin prendre dans chacune de ces équations les valeurs 
de c , et les substituer successivement dans l'intégrale 
complète pour avoir les solutions particulières de Ja 
proposée. Voici entre autres, comment s'exprime 
M. Bossut dans ses 7'raités de Calculs différentiel et 
intégral , tome IT, pag. 323, art. 953. 

« Tout ce qui a été établi relativement à l'équation 


dy 


» -=—o, doit s’entendre également pour l'équation 


dc 


dx , 4 0 . . 
» analogue-———o. c'est-à-dire que si au lieu de 


de 
» faire varier y et c dans l'équation V— o (c’est l'in 
» tégrale complète et rationnelle), on fait varier x 


dx ; | or 
» et c, et qu on suppose RE cette équation, traitée 


7 = dy LA mé A ’ . 
» comme l'équation Ta == 0, servira aussi à détermi- 
Pig 


» nerles intégrales particulières (*) de la même équation 


(*) Ce Géomètre nomme intégrales particulières , ce que moi 
et beaucoup d’autres Géomètres avant moi, entr’autres Laplace, 
ont nommé solutions particulières , et il nomme intégrales 
incomplètes, ce que j'appelle intégrales particulières (voyez 
le tome IT, pag. 313 et 314 de l’ouvrage cité). Les dénominations 
qu’emploie M. Bossut, ne me paraissent pas s'adapter d’une ma- 
nière précise aux choses qu’il nomme ainsi, puisque ce qu’il appelle 
intégrale particulière , n’est pas compris dans l'intégrale complète; 
etqu'ilya de la différence entre ce qu’il nomme intégrales income 
plètes et ce que je nomme intégrales particulières. En effet, ponr 
chaque équation différentielle 

dE 9) er. 0 
ÿl n’y a qu’une intégrale incomplète, laquelle est une intégrale par- 


PU one un) FU Le, 2 


… 
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» différentielle Z — © {c’est la proposée qu’à l'article 
» 397, nous avons représentée par l'équation (a) |. Ordi- 
» nairement les équations ? — o RE o, donnent 
- dc FrRdE ST à 
» les mêmes résultats ; mais ils peuvent être différens , 
» <t on ne doit pas négliger d’en faire la recherche, 
» afin d’être sûr qu'on a trouvé toutes les intégrales 
» particulières que l'équation Z — o peut comporter », 
Pour démontrer que les résultats donnés par Îles 
équations D o et = o ne peuvent être différens, 
il nous suffira d'observer que l'équation ® (x, y, c)=0 
étant d'abord différentiée par rapport à y et c, et 
ensuite par rapport à x et c, donne 


| d'o (x, y,c) Hd'® (x,y,c) =0 
et d'o(x,y,c)+ d'œ(x,y,c)—=0o, 
ou ® (x,y,c) dy + f(x, y,c) dc =, 
et g'(x,y,c) dx +f(x,y,0 de =0; 


donc 
dy __—f(x;y,0) et dx _—f(x;y,9) 
dc ® P(x,y,c) de @(x,y;0) j 


d'où faisant 
o et -———6 
de 4 
on tire toujours le même résultat 


CAEN SATD ET 


ticulière en faisant dans l’intégrale complète c —0; maisilya un 
nombre infini d’intégrales particulières qui ne sont pas des inté- 
grales incomplètes, en donnant à la constante e un nombre infini 
de valeurs, autres que zéro. 
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qu'on obtient encore plus simplement en différentiant 
D(x, y,c)—0 par rapport à c seulement, et faisant le 
coefficient de de— 0 : c’est ce que nous avons fait dans 
L:s articles précédens. 


383. Nous ayons vu à l'article 380 qu’une équation 
différentielle 


— A ie ln von 
Pdx + Qdy=o ou = = 


ne pouyait avoir de solutions particulières qu'en tant 
P Sp à À 
que Q est affecté de quantités radicales. Or, il est 


évident que les termes rationnels de l'équation 
proposée ne pourront disparaître en même temps que 
les radicaux par certaines équations primitives qui ne 
sont pas les intégrales, qu'en tant que certaines 
quantités rationnelles sous les signes radicaux étant 
égalées à zéro , la différentielle de ces quantités repro- 
duira tous les termes rationnels de la proposée. Donc 
pour obtenir les solutions particulières d'une équation 
différentielle sans en connaître l'intégrale, 77 faudra 
égaler à zéro chacun des polynomes rationnels affectés 
d'un signe radical, et les équations primitives qu’on 
obtiendra de cette manière, seront les solutions par- 
ticulières de la proposée, si en les différentiant on 
retrouve le polynome différentiel rationnel de l'équa- 
tion qu’on traite. Or 

dy fe 

(= Q) 


étant affecté de quantités variables radicales, il est clair 


(2 


dx 
dy 


que la quantité sera égale à une suite de 


> 72 
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termes, parmi lesquels ii y en aura dont le numérateur 
rationnel aura pour dénominateur une quantité va- 
riable irrationnelle, qui est précisément celle qu'il faut 
égaler à zéro pour avoir les solutions particulières de 
la proposée ; donc 


a? 
dx — QIP+PdQ 
dy ou Q°dy .. (374) 


est le caractère des solutions particles des équations 
différentielles. 


ExEMPLE. Trouver Les solutions particulières de 
l'équation 


xdx + ydy = dy VX + y — à. 


Nous avons 
P=x, Q—=y—Va+y—«@, dP—o; 
Sn A 


| Vr ty 
d'où 
__ QdP HraQu é c 
Q°dy TY—-VEFy— =) 
Ty 


Va+y—e (y— Va) 


quantité qui ne peut devenir —= © , indépendamment 
des valeurs de x et de y, qu'en faisant successivement 


LH y 20, het 2— 0 = 0. 


Ces deux équations sont les solutions particulières de 
la proposée. En effet, différentiant la première de ces 
équations , on a xdx + ydy=—0; ce qui réduit la pro- 
posée à l'identité o — 0. De même différentiant l’équa- 
tion x°— a, on a 2xrdx —=0o, d'où dx—o, ce qui 
réduit la proposée à l'équation identique ydy= ydy. 
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384. Suivant la théorie développée dans le chapitre 


précédent , on a presque toujours une extrême difficulté 
à trouver l’un des facteurs 8 intégrans d’une équation 
différentielle qui n’est pas immédiatement intégrable. 
Mais grace à une découverte qu'a faite Euler, et dont 
nous allons nous occuper dans cet article, on peut, 
ainsi que nous le verrons à l'article 388 , trouver, dans 
un tres-grand nombre de cas, l'un des facteurs ou 
diviseurs qui rendent les équations différentielles pro- 
posées exactes. Le célèbre Géomètre que nous venons 
de citer, vbserva que le facteur ou diviseur propre à 
rendre exacte une équation différentielle , étant égalé 
à Zéro, satisfait à cette équation différentielle. En 
effet , soit toujours représenté par 
Pdx + Qdy —0.......(a), 

L'équation différentielle qui ne peut s'intégrer immé-— 
diatement, et par 6 le facteur ou diviseur intégrant cher- 
ché, ce qui donnera pour le cas de 8 facteur , l'équation 


d'6P  d”8P 
dy TA da 


et pour le cas de 8 diviseur, l’équation 
P : (Q 
AIT) 
y een 
Me ces deux équations , on aura celle 


d' 
UE = se a 9.....(875)*], 


[*] Cette équation prise avec le signe + , est celle (327)[art. 358] 
eb nous ne considérions 8 que comme facteur. 


ARE 
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le signe +- lorsque 8 est facteur, le signe — lorsque 
8 est diviseur. Or , si l’on fait ô— 0, l'équation (375) 
se réduira à celle 


dy8 dr8 
TS Q=—=0.....(b); 


et puisqu'en différentiant l'équation ê — o, on a celle 


MMA Pa dEO , APR dr 
d'ê + d'8—=o, d'où dy — dy —  dy'dx? 
Ù d'8 
on aura, en substituant cette valeur de Lin dans, 


l'équation (b) , celle 


d'ô dx d=8 
E du dy Q dx —°? 
et multipliant par — ge, il viendra l’équation 


Pdxz + Qdy—0...... (a) 


qui est la proposée. Ainsi l'équation 8 — 0 satisfait à 
celle (a) que le facteur ou diviseur 8 rend intégrable ; 
donc Û— 0 est une solution ou intégrale particulière 
de l'équation (a). Par exemple, nous avons vu à 
l'article (371) , qu’on rendait intégrable l’équation 


ny + x 


Ph. ] 


dx +ydy =0.....(c) [éqüat. (551)], 


en la divisant par (æ + y)"; or, si l’on fait ce divi- 
seur — 0, d'où l'on tire y—— x, il est aisé de voir 
que cette dernière équation satisfera à la proposée (c), 
puisqu'elle réduira celle-ci à l'identique xdx — xdx. 
L'équation y=—zx ne peut être une solution par- 
ticulière de la proposée (c), puisque cette dernière 
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équation est rationnelle (art. 580) ; elle en est donc 
une intégrale particulière. En effet, l'intégrale com- 
plète de la proposée (c) est 
(n—1)y+x 
m—1)@—3)G+ a 


et si l’on fait const. — +,ona 


Yÿ+xz=0o. 


Prenons encore pour exemple l'équation 


(i—4V 3") dy +4xVydz =o, 
qui devient intégrable en la divisant par ÿ/y; or 
V/y =0o ou y—0 satisfait à la proposée et en est 
une solution particulière, et non une intégrale parti- 
culière (”) , ainsi qu'il est aisé de le vérifier (art. 383). 


= const. , 


385. REMARQUE I. J'ai dit que l'équation 0—0 fait 
évanouir le second membre de celle (575); mais si P 
et Q renferment un facteur radical fonction de x et de 
y, tel que l'équation 8 — 0 le fasse évanouir, il,est 
clair que le second membre de l'équation (375) se 
réduira à la fraction équivoque + que je présume de- 
voir toujours se réduire à zéro ou à l'infini dans la 
circonstance actuelle; du moins cela a-t-il toujours 
lieu dans l'exemple suivant, qui est le plus général 
possible de son espèce (**). 


(*) Je n’ai donné cet exemple que pour prouver que l’équa4 
tion 6— 0 pouvait être une solution particulière de la proposée, 
ce qui a échappé à certains Géomètres qui ont avancé que cette 
équation était généralement une intégrale particulière de la pro- 
posée. 


("*) Cet exemple prouvera , ce me semble , que M. Lacroix n’au- 
, rait pas dû assurer dans son excellent Traité de Calcul différén- 


mo 
“ 
 Œ 
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Soit supposé que pour rendre exacte l'équation 


Cf,» +)" ]de + CS (x, 5) 
rie (y—x°}] dy== 04 (€), 


il faut la multiplier par le facteur 
= (yaris (0) 
Comparant l'équation (a) avec celle 
Pdx + Qdy=0 ; 

substituant les valeurs de P,Q et6 dans l'équation (375); 
mettant dans celle qui en proviendra la valeur de 
Dr) PME Le — x" } dx 

dy RNA dx 


l'équation 8 — 0 ; multipliant par 


qui résulte de 


dydx 
PET On POTÉ ou 


— d 
4 faisant attention que 8 —0o 


np (Jr 2" Pa? 
LL: df'(x,y) . d'f(x,y 
multipliant les termes rationnels EF») (x 2) 
dx dy 
les fait évanouir , enfin effectuant les différentiations 


T 1 
particulières d*(y—x) et d'(y*— x)", on aura 


tiel et intégral (tome II , pag. 280 et 281 ), « que la fraction 


010 


» n’a paslieu , si la proposée est dégagée de tout dénominateur. » 
Il est bien vrai que dans l’exemple suivant , le calcul nous apprendra 


(e 
que cette fraction 5 est — 0; mais elle ne s’en sera pas moins pré- 


sentée, et nos recherches sur cet objet ne se sont pas assez étendues 


pour que nous osions assurer que dans tous les cas semblables, on a 
o 


= 0. 
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l'équation 


CAE, + C2] de + CF (e,9) + (9° —x)] dy 

TD 
gy—2x) 1 m( ÿé-xe) x"! 

Or, il est clair que : 

ÿ"—x" = CYR EYE Ex. els Lan ](y—x) à 

donc en supposant Ü —0o, ce qui donne y=x, on 

aura à 


Ty O nv! se 
4 === — DA nu 
LC. irran 2 M CORRE PRPRCREENTES 
n g(n—c)+c—r € 
SR) È X Cy—7Y), 
cT 


quantité qui est —o lorsque q est positif, et est 
— oo lorsque q est négatif. De même on aura dans 
l'hypothèse de y — x, le dernier terme de l'équation 
(c) qui sera — o ou — © , suivant que m sera positif 
ou qu'il sera négatif. Ainsi, de même que pour Îles 
équations différentielles rationnelles, celle 8 —0 de la 
forme (b) satisfera à l'équation de la forme (a), lors- 
que les quantités radicales seront facteurs ; mais s’il y a 
un simple diviseur radical, l'équation 0 — o ne satis- 
fera plus à la proposée. 

386. REMARQUE. II. Si l'équation 0—0 fait évanouir 
l’un des deux coefficiens variables P et Q de la pro-, 
posée , il est clair que le facteur ou diviseur inté— 
grant 0, ne sera fonction que de la seule variable dont 
la différentielle est multipliée dans la proposée par le 
coeflicient qui ne s’est pas évanoui. Par exemple, soit 


4 


4 
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P le coefficient que l'équation 8— 0 fait évanouir , 
il est clair qu’alors l'équation (375) se réduira à cellé 
d*8 
Q———0o, donc do; 
dx 


ce qui donne 
É—=fy us À 
Dans cé dernier cas, l'équation 8 — 0 est encore un@ 
intégrale ou solution particulière de la proposée, puis- 
‘qu'on aura alors 
dfy=0o, d'où dy—e. 

387. REMARQUE. Si l’on a 8 — af(”Y), a repré= 
sentant une fonction constante finie et donnée, l'on 
ne pourra supposer Ce facteur ou diviseur = 0, car 
de l'équation af@ — 0, on tire 

Lo —c. 
RUES UE PR D OL 

388. C'est d’après la belle propriété énoncée et dé< 
montrée à l’article 384 du facteur susceptible de rendré 
intégrable une équation différentielle inexacte, que 
bien souvent on parvient à trouver ce facteur. Voici 
comment on procède dans ce calcul qui, nécessaire- 
ment, tient un peu au tâtonnement, mais peut être 
souvent fort utile. 

1. On cherche des fonctions de y et de x qui 
puissent satisfaire à la proposée, ét ces fonctions se 
trouvent quelquefois à la simple inspection de l’équa- 
tion donnée ; ou autrement on suppose l’une des ya- 
riables égale à une suite convenable de termes où sa 
trouve l’autre variable élevée aux puissances 1, 2, 
3...... avec dés coefliciens indéterminés , et substi= 
tuant dans la proposée la valeur de la variable qu’on 
veut éliminer, on égale les coefficiens de l’autre va- 
riable à zéro, et s’il résulte de ces différens calculs dés 

é 9 
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valeurs qui ne se contredisent pas entre elles, on subs= 
titue les valeurs trouvées aux coefliciens indéterminés 
dans l'équation hypothétique , laquelle , conséquem- 
ment , satisfera à la proposée. 

2°, On fait 6— à la quantité précédente élevée à 
une puissance indéterminée p , et substituant cette 
valeur de 8, ainsi que celles de P et de © dans l'équation 
(375) , on cherche à déterminer la valeur de p. Si 
l'on ne peut réussir dans cette dernière tentative , l’on 
cherche, comme précédemment, une nouvelle fonc- 
tion de x et de y qui satisfasse à la proposée , en pre- 
nant l'équation hypothétique différente de la première ; 
après cela, faisant 8 successivement égal aux deux 
quantités trouvées, l'une élevée à la puissance indé 
terminée p , l’autre à la puissance indéterminée q, on 
cherche , comme nous l'avons dit ci-dessus , à détermi- 
ner les valeurs de p et de q. Quelques exemples ren- 
dront plus sensibles les procédés dont on doit se servir 
en pareil cas. 


1°. Trouver le facteur qui doit rendre intésrable 
l'équation 
Jar —_ sxax — Hits xdy A ON Mn 
n+2 ALES n--2 RS 

Essayons de’ faire ÿ — mx, m étant une quantité 
indéterminée. Substituant cette valeur de y dans la 
proposée, n’écrivant pas dx , faisanttoutes les réduc- 
tions nécessaires et divisant par x, nous ayons l’équa- 
tion 

om + myn 
+0 +: } 3% 


qui devant ayoir lieu indépendamment des valeurs de 
ñ, donne m=— 1; donc mettant cette valeur dans 
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l'équation hypothétique y—mx—o, on a 
+ x= 0. 


Faisons maintenant 


101308 oc: 6€ ak. 
8—(y+zx}, d'où dE Te —=P Cy+x), 
ce qui réduit l'équation (375) à celle 


SHfAQE ENS, 
pP—Q= (TS) 0 +2): 


faisant dans cette équation les substitutions des ya 
leurs de 


LE ne LRQ MY PAT QE bi xzHaxr #1), 


n+-2 n+42 
y 

gE = ES — ax +2), 

dy n + 2 

dQ n + 1 

ee — a(n +i1)x- (+9), 

ve dx n + 2 rt Ê 3 
il vient, toutes réductions faites, 


P de Fe paie _ TL 

1 + 2 n +2 
égalant les termes homologues de cette équation, on 
a deux équations qui donnent simultanément p—n ; 


donc (y<+ x)" est le facteur qui rend intégrable 
l'équation (a). 


us anxT (+2) £ 


II. Proposons-nous encore de trouver le facteur in- 
tégrant de l'équation 
2 (d— x) ydy— aydx —xdx —0....(b). 
Il est évident à la simple inspection de cette proposée , 
que l'équation a — x —0o, d'où x—=a et dx =0, 
y satisfait. Mais si l’on pose 8 = (@*— x}, et qu’on 
9 
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fasse les substitutions convenables dans l'équation (375); 
on a | 
2P—2y—4@, 
d’où l’on ne peut tirer la valeur cherchée de p.'Tächons - 
donc de trouver une autre fonction variable qui satis- 
Fasse à la proposée , et pour cela faisons L— my" + ny, 
m et n étant des coefliciens indéterminés. Substituant 
cette valeur de x et celle de dx —(2my + nr) dy dans 
la proposée (b) , on aura l'équation 
Al) te + )y=o, 
+ om  oam L an 
+ 3mn — 20° 
qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
y, donne 
M—O OÙ M——I1, N—O OU n—=—924, 
enfin n—G OU Rn——94; | 
or, il n’y a que la seconde valeur — 1 de m qui donne 
à n les deux valeurs identiques — 2a; donc l'équation 
hypothétique | 
x = my + ny 
ce réduit à celle 
Y°+2ay x —=o, 

qui satisfait à la proposée. Cela posé faisant 

O—(a—x}(y +a2ay+x)t.....…. (c) 
d'où 

d0 2 P 2 g—1 | 

ANA (+ 2ay+x)h (y +a) 
et 

d”0 2 Perl 2 

D p(a—x (y + 207 + x 


+ q (Ca x} (y aa + x), 
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Substituant ces valeurs ainsi que celle de 


P——(ay+x) et Q—2y(a—x) 


dans l'équation (375), on a celle 


2p OR ÿ"—4&q1 y+2p } YTx—2aq)x =0 ; 
to J +Aaps —2a | Lo — a 
+-3a 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
yetdezx, ne peut être généralement satisfaite qu’en 
faisant chaque coefficient égal à zéro ; or, les coeffi- 
ciens du premier et du quatrième terme étant chacun 
égalé à zéro, donnent simultanément p——1, et 
d'après cette valeur de p, les second, troisième et 
cinquième coefliciens de l'équation précédente étant 
égalés à zéro, donnent aussi simultanément 9 =— +; 
ainsi , d'après ces valeurs de p et de q , la formule (c) 
se réduit à celle 
1 


Ca—x)Vy+ 2ay + x ° 


ce quiest le facteur demandé. 


rs 


Ceux qui seront curieux de voir plusieurs antres 
exemples où les procédés enseignés précédemment sont 
appliqués d’une manière fort ingénieuse, n'auront 
qu’à lire un très-beau Mémoire , sur cet objet, par 
M. Trembley, et imprimé parmi ceux de l’Académie 
des Sciences de ‘'urin , années 1790 et 1791. 
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CHAPITRE VIT. 


Methode pour résoudre, par approximation, © 
les équations différentielles du premier ordre 
à deux variables , lorsqu'on a trop de peine à 
les intésrer exactement. 


389. Déovire d'une équation différentielle entre 
plusieurs variables, la valeur primitive de l’une de ces 
vatiables en fonctions primitives des autres variables, 
est ce qu'on appelle résoudre cette équation différen- 
tielle. Par exemple, la solution complète et exacte de 
l'équation différentielle 


2ydy + xdy + 3yx°dx+ oxdx —0.....(a), 


est 
jeu 1 Foy pu 5 2 : b\ : 
y=—; [+ V’x — 4x = const. ]....:,( ) 
car l'intégrale complète et exacte de l'équation (a) est 


ÿ+ y + 2° — const... “Ce) , 


qui, résolue par rapport à la variable y, donne l’équa- 
tion (b), dans laquelle const représente la constante 
arbitraire , laquelle est égale à celle quadruplée de 
l'équation (c). Ainsi une équation différentielle exacte 
entre deux variables dont l'intégrale est algébrique, 
peut toujours être résolue exactement. | 

Mais il peut arriver que l'équation différentielle pro- 
posée soit exacte, et que son intégrale ayant des termes 
eFectés de fonctions transcendantes de variables , ne 


A PLUSIEURS VARIABLES. 155 
puisse. être résolue par rapport à l’une de ces variables 
_qué par une suite indéfinie de termes, fonctions de 

l'autre variable ; et dans ce cas, la proposée a été 
intégrée exactement , mais n’a été résolue que par ap- 
proximation. Par exemple , l'équation 


xdy + 2ydx + 3x°ydy + 4x°y*dx = 0 


a pour intégrale complète et exacte celle 
1 ; 
L (x!y°) Das —= const. [ éq. (305) et (306), art. 346). 


Or, si l’on veut tirer de cette dernière équation la valeur 
dé y en fonctions de x, ou réciproquement, il me pa- 
raît impossible de l'avoir autrement que par une suite 
indéfinie de termes , c'est-à-dire par approximation. 


Il peut encore arriver que l’équation différentielle 
proposée étant exacte, ne puisse cependant s'intégrer 
que par approximation par rapport à l’une ou aux 
deux variables, d’où il s’ensuit une solution de la pro- 
posée qui nest que par approximation; telles sont, 
par exemple , 1°. l'équation séparée 

dy dxlx 
V’æ — ÿ° Tt—x 
dont on ne peut avoir que l'intégrale par approximation 


x? 


are(sin —}) Ixl(i—x)+x + — + se Eau et 
— 7 + Z 9 u 76 (ep 
— const, [voy. l'équat. (134), art. 206 et l’art. 261); 
2°. l'équation 
dx — yxdy + a'dy = 0, 


qui, divisée par y*, donne l'équation différentielle 
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exacte 


LT PER RP A 

RH DES HoTae 
qui ne peut s'intégrer que par approximation, et l’on 
üre de son intégrale approchée la seule solution par 
approximation 


ri + addés PRE pe Ca ? +ete. | 


- const. 


07 


Ainsi toute équation différentielle entre deux variables 
est exacte , ou peut être rendue exacte d’un nombre 
infini de manières ( art. 360 et 368 ) ; mais on ne peut 
intégrer exactement, et encore moins résoudre exacte- 
ment toute équation différentielle entre deux variables. 
Or, quoiqu’une équation différentielle inexacte puisse 
toujours serendre exacte (art. 360), cependant les diffi- 
cultés presque insurmontables que l’on éprouve quelque- 
Fois pour obtenir son exactitude, et la grande probabilité 
que même après avoir trouvé le facteur ou diviseur qui 
rend intégrable la proposée, on ne pourra avoir qu’une 
solution approchée de la proposée , a donné l'idée aux 
Géomètres de franchir tout de suite la difficulté de 
chercher le facteur intégrant, lorsque ce facteur est 
trop difficile à trouver , et de déduire directement de 
la proposée inexacte sa solution par approximation. 
Cette méthode pour résoudre approximatiyement les 
équations différentielles à deux variables | consiste 
seulement à donner à la variable dont on veut avoir 
a valeur en fonctions de l'autre, une valeur hypo- 
thetique formée par une suite indéfinie ordonnée sui- 
vant les puissances de la seconde variable, et dans 
laquelle les coëfficiens et exposans sont indéterminés ; 
eusutie à diffe érentier cette valeur, prendre dans l’équa- 


t 
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tion différentielle qui en résulte, la valeur du rapport 
des différentielles des deux Rob EME ; égaler cette 
valeur avec celle qu’on déduit de la méme quantité dans 
l'équation proposée, ce qui donne une équation qu’on 
réduira, par une simple substitution de la valeur 
hypothetique de la première variable en fonctions 
de la seconde, à ne plus renfermer que cette der- 
nière variable ; et ordonnant par rapport aux puissances 
de la variable qui reste, om rendra l'équation résul- 
tante généralement réelle, quelle que soit la valeur qu'on 
pourra supposer à la variable, en donnant à la partie 
commune et indéterminée des exposans , une valeur 
convenable pour qu'il ne résulte aucune absurdité de 
l'obligation où l'on se trouve d'égaler chaque coefficient 
a zéro , ce qui donnera autant d'équations que de coeffi- 
ciens indéterminés dans l'équation hypothétique, d'où 
l'on déduira les valeurs de chacun de ces coeffictens, 
et les subsittuant dans l'équation hypothétique, lon 
aura la vraie solution par approximation de l’équa- 
tion différentielle proposée. 


590. Afin d’exposer d’une manière générale et 
analytique cette méthode , soit considérée l'équation 


F(x,y) dx + F'(x,y) dy = 0.....(376). 


% . . , ‘ . . 
Il est clair que si l'on donne à la solution par approxi- 
mation de cette équation la forme 


= Ar 4 Br LR Gp Da bete. (577), 


la valeur de y ne sera complète qu’en tant que par les 
conditions du problème qui auront donné lieu à la so— 
lution de l'équation (576), on devra avoir y= 0, lors- 
que x — 0. Mais si pour obtenir toute la généralité 
que doit ayoir complètement une solution d'équation 


_ 


t 
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différéntiellé, on suppose que y— gq, lorsque x —p ; 
on devra donner à la valeur cherchée de y la forme 


À à . A2; 
Y=9+A Gp) +8 (=p) TUE Cp) T2 
+etc....,..(378), . 
ou , faisant pour abréger, 
{z—xp, d'où x—z+#p}.....(379), 
on aura l'équation | 
y—=.q + PS RATE prop Éd (369) ; 


d'où faisant attention que dz— dx, on tirera celle 


Dao + BQ I) CGI) À ete... (a). 


Mais de l'équation proposée (376), on tire celle 


de Exp) FTG+p),y]l" 
donc retranchant cette dernière équation de celle (a), 
on aura l'équation 


FTG-+p), y] +FTG-+p), y] CAR BC)" 
+ C (abode PULE pic On (08): 


dans laquelle substituant la valeur hypothétique de 
y L'équat. (889)], ordonnant par rapport aux puis- 
sances de z , êt déterminant la partie À commune à 
tous les exposans de z, de manière qu'on puisse faire 
chaque coefficient de l'équation résultante égal à zéro, 
l'on aura autant d'équations que de coefficiens indéter- 
minés À, B,C...,. qu'on a introduits dans le calcul, 
et par conséquent on! pourra déterminer leurs valeurs 


La 


respectives, qu'on substituera ainsi que celle de x 
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C'équat. (379) ] dans l'équation (380) , ce qui donnera 
Ja solution demandée, 
Pour bien faire sentir l'esprit de la méthode , nous 
allons d'abord l'appliquer à une équation que nous 
-— savons intégrer directement et rigoureusement , et nous 
verrons l'identité des deux résultats. 


| 


APPLICATION I. Résoudre l'équation 
dy + xdy — mydx=—0o.....(b). 


Comparant identiquement cette équation avec celle 
(376) ,on a 


F'(x,y) ou F[(z+p),y]=—my, 


et 
F'(x,y) ou F'[G+p),y]=1+2+p. 


Substituant ces valeurs et celle de y donnée par l'équa- 
tion (380), dans l'équation (381), il vient celle 


=—mq ie j —mA AR: DOTE Re (0)) 
Ap} +-B(a+1) + C(Aa4-2) etc. 
AA +BG+ 1) . +etc. 


HpB(4H)) +pCG +2) LH 


qui ne peut avoir généralement lieu, quelle que soit 
la valeur de z, qu'en tant que tous les termes s’eva- 
nouissent simultanément ; mais m et q étant des quan- 
tités déterminées, le premier terme — mg ne peut 
s'évanouir tout seul; donc afin que l’équation (c) puisse: 
avoir lieu, il faut réunir ce terme-là avec le suivant, 
ce qui noffre aucune difficulté, puisque l’exposant 
À de z étant une quantité indéterminée , il n’y a qu'à 
faire 
A—1—O0, doù A1, 


ce qui réduit l'équation (c) à celle 
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— mg — Am |) z— Bm } z—etc. —0; 


+ À +oB + 3C - etc. 
+ Ap + A + °B + etc. 
+ 2pB + 3pC + etc. 


et faisant chacun des coefficiens de cette équation égal 
à zéro, ensuite déduisant des équations résultantes , 
les valeurs de A,B, C......,on a 


mg R__mm)g = rp0m 1) (pra) 
NE RET RRLE TT EU) SRE 2.5 (p+1} 


Enfin substituant ces valeurs ainsi que celles de À — 1 
et de z— x—p dans l’équation (380), on trouve 


ie, L—p 
y=q[i+me En El 


m(m—1)(m— mr) L—p 
T4 2.9 tes L Cned: 


etc. 


donc 


x + 177" 
IT ei] REED int 


est l'intégrale complète et la solution exacte de la 
proposée (*). Cette intégrale est identique avec celle 


(*) Quoique la méthode que nous donnons ici pour résoudre les 
équations différentielles , paraisse ne devoir jamais donner que des 
solutions approchées ; cependant il arrive quelquefois, comme dans 
cet exemple, que la valeur en série indéfinie de l’une des variables 
en fonctions de l’autre, à laquelle conduit le calcul , est telle, qu’on 
y reconnaît le développement d’une formule finie; et alors substi- 
tuant cette formule à la série, on a la solution exacte de l'équation 
proposée. Mais malheureusement, ces cas-là sont extrêmement rares, 
et lorsqu'ils arrivent, je suis persuadé que , comme dans cet exemple- 
1, Von pourrait trouver directement la solution exacte par les mé- 
thodes ordinaires d’intégration. 
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d'intégration immédiate que l’on trouve par le moyen 
de la méthode enseignée à l’article 341 : car l'équation 


dy +xdy — mydx = 0 


étant de la forme de celle (296) L'art. 341 |, l’équa: 
tion (297) donne pour son intégrale 
m(i+zx). 

me , 

vy 
mais si, comme nous l'ayons supposé précédem ment 
on à y — q lorsque x —=p, on aura 


const." 


m(1+p), 


JIè 


V’q 


donc substituant cette valeur de const. dans l'intégrale 
précédente , divisant par m, élevant toute l’équation 
résultante à la puissance m , enfin prenant la valeur de 
+, on retrouvera l'équation (d) 


const 


Il. Résoudre l'équation 
dy — ay*dx — bx"dx—0o..... (e) 


du comte Riccati , prise dans toute sa généralité, 


| hi u | 
Si nous faisions y — — , le second terme de la trans- 
a 


formée quemous obtiendrions par ce moyen, n’aurait 
plus le coefficient a; ainsi pour plus de simplicité dans 
le calcul, nous pouvons ne nous occuper que de la 
solution de l'équation 


dy — y*dx — bx"dx = 0......(f). 
Comparant cette équation avec celle (376), on a 


F'(x, y) nr — ÿ° — Lx et F'(x, y) — l; 
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ou 


Ce+p), 313" (p+2)" et FC(p+2), y]=1° 
Substituant ces valeurs, ainsi que celle de y[éq. (380) ], 


dans l'équation (381), il en résulte une équation dont 
les deux premiers termes sont 


et dont les autres termes sont affectés des puissances 
+ SN CE LPROUANT QEL VO PES DOC ERS CS ES dé ae 0r, 


pour que cette équation ait toujours lieu indépendam- 
ment des valeurs de z, il faut que tous les termes 
s’évanouissent simultanément , ce qui ne pourra avoir 
généralement lieu tant que —(q°+- bp") 2° sera un terme 
isolé de l'équation; il faut donc l’associer avec le se- 


à—1 . . ». Là 
cond Aaz , ce qui peut se faire en prenant l’indé- 
terminée A 1, et alors on aura l'équation 


A+oB z+-3C z+etc.—0, 
— q{ —2qÀ —2qB —etc. 
—bp"—bmp"") — A° —etc. 
b ares 
ce. DT CE 1) pm —etc. 
2 


et égalant chaque coefficient à zéro , l’on aura une 
suite d'équations d'où se déduiront les valeurs sui- 
vantes : . 
3 mM—1 
2q° + bp" (opq + m) 
AZ bp + qe, BE, 


ec +bP" > Gp'q"+ompq+obp" pq" +m-m). 
res 6 NT ELA 


et ainsi de suite. Substituant ces valeurs dans l’équa- 
tion (680), on aura la solution par approximation 
de l’équation générale du comte Riccati, 
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III. Résoudre par approximation l'équation 


dy — ydx— bx"dx = 0..... (g) , 
avec la condition que l'évanouissement. de l'une des 
deux variables fait aussi évanouir l'autre. 


Nous ayons dans ce cas-ci p—0o et gq—0, ce qui 
réduit respectivement les équations (580) et (381) à 
celles (377) et 


F'(x, ÿ)+ F'(x,)LAnx" THB (ai) 
+ C(A+2) ER Cd, (OO 


Cela posé, comparant l'équation proposée (2) avec 
celle (376), on a 


F'(x,y)=—y—bx" et F'(x,y) =: ; 


substituant ces valeurs, ainsi que celle de y [éq. (377), 
dans l'équation (582), il vient celle 


— Da" LhAL À ANR PA TES ‘etc. —0. (A): 


ER, —etc. 


Mais cette équation ne pouvant avoir généralement 
Jieu , quelles que soient les valeurs de*x, qu’en tant 
que tous les coelliciens s’évanouissent simultanément, 
et le premier terme — bx" ne pouvant s'évanouir 
isolément , puisque b est une quantité déterminée, il 
faut réunir ce terme avec le suivant, dans lequel À 
étant une quantité indéterminée , on peut faire 


A—i1—=m, doù A=m+i, 
ce qui change l'équation (k) en celle 


SARA EREE à LMI (mn 43) Cyx "+ Hetc.—0, 
b} — À nest etc. 
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et faisant tous les coelliciens égaux à zéro, on aurd 
une suite d'équations, d’où l’on tirera à l'ordinaire , 


b sara 
mr PE Gm hi) (m2)? 
b | 
2 G)Cm) Ces) 


et substituant ces valeurs, ainsi que celle dea=m+x 
dans l'équation (382), on aura 


1 


h 
= ef it 
1 à 
A a + ete. | ne G) 


qui est la solution par approximation de la propo- 
sée (g). 


Si l'on fait dans cette équation (2), m—o, on aur4 


HA OÙ 7 
L'éNe (x+ie+ at etc. )= b(eT—1), 


ce qui est réellement l’intégrale complète et exacte 
de l'équation : 


dy — ydx — bdxr = 0, 


à laquelle se réduit celle (g) lorsque m—0, ainsi 
qu'il est aisé de le trouver directement. 


591. De même que nous avons résolu par approxi- 
mation les équations différentielles , en prenant la 
valeur de y en x et constantes ; on pourra aussi, par 
le moyen de nos formules (377)......(582), détermi- 
ner la valeur de x en y, lorsqu'on aura lieu de croire 
par la nature de la question qui a donné lieu à ces 
calculs, que là série en y sera plus simple ou plus 

conyergente 
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convergente que celle en x. Pour y parvenir, il n'y aura 
qu’à changer dans l'équation proposée y en æ , et réci- 
proquement, et prendre comme ci-dessus la valeur de 
yen x; enfin étant parvenu à cette solution, on y 
remettra æ pour y, et réciproquement : : on en verra 
un exemple dans l’article suivant. 


592. De ce que nous avons dit précédemment , nous 
conclurons une méthode bien simple pour résoudre le 
problème suivant, qui présenterait de grandes diili- 
cultés si l’on s’y prenait de toute autre manière. 


PROBLÈME. Ætant donnée une équation finie entre 
des fonctions circulaires et logartthmiques de deux 
“variables, trouver la valeur de l’une de ces variables 
par une suite de termes qui ne soient que des fonc- 
tions algébriques et réelles de l'autre variable (*). 


SOLUTION. Par le moyen de la proposée, on déter- 


(F) Une fonction circulaire pouvant toujours se réduire à une 
fonction logarithmique , et réciproquement (art. 246 et 247), il 
est clair qu’on pourra réduire la proposée à ane équation qui ne 
contiendra plus qu’une espèce de fonctions transcendantes : mais à 
cause .qu’alors la fonction convertie de son espèce première à la 
seconde , est affectée d’imaginaires dont on ne peut la débarrasser, le 
problème offre les mêmes difficultés que dans le principe. Par exem- 
ple, si l’on propose de déduire de l’équation 


arc (Sm=x) =ly, 


la valeur de y en fonctions algébriques et ele de æ,la pros 
posée is se changer en l’équation 


dj = —— La —1[xy—1+Wi—xx] C'équat. (188) , art. 2471, , 
d'où 
= [x V—i Vi zx); 
or , il me parait extrêmement difficile , et je crois même impossible, 
de dépouiller le développement de cette quantité de l'imaginaire 


v— 1. 


FE 10 
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minera la valeur g de y lorsqu'on fait x —p; ensuite 
on différentiera l'équation, et on résoudra par approx: 
mation l'équation différentielle par rapport à y ou 
par rapport à x, par la méthode enseignée précé-. 
demment,. 


APPLICATION. Tirer de l'équation 
Ive= ar (en = x): 77 Resa 
la valeur de y exprimée par une suite de fonctions 
alsébriques et réelles de x. 


Cette équation donne y — 1 lorsque x—o; soit w 
donc fait p—o et qg—1. Cela posé, différentiant 
l'équation (a) , ce qui donne 


ydzx—y(i—zxx) dy =o, 


et comparant identiquement cette dernière équation 
avec celle (376), on aura 


F'(x,y) —=y et F'(x,y)=— V'i—xr: 


Substituant ces valeurs ainsi que celle de 

y= 1 + A2 + Br TL etc…...(8) ['équat. (386)], 

dans l’équation (381), il vient celle 

1 LAS Br TT HCLE-Leté —Vixx[Arr" 
Mt RO (AL me biere. jee 0. Mer (ON 


Mais 
xt x 3x5 se 5.52 tc.(d). 
LL ete — ne ee en ee , mm C, R 
24:94 21% 2° .0.6 2 Vat.a,3.4 ( 


Donc substituant cette valeur dans l'équation (c) , il est 
aisé de voir , avant de se donner la peine d'effectuer 
la multiplication, que l'équation résultante ordonnée | 


À PLUSIEURS VARIABLES. 147 

suivant les puissances de x, commencera par ces deux 
À—1 4 Q . 

termes 1—Aaxz ; or, cette équation devant avoir 
lieu indépendamment des valeurs de x, ce qui exige 
que chaque terme s’évanouisse , il faut nécessairement 
réunir ces deux termes en un seul, en faisant l'indé- 
terminée À = 13 ainsi l'on n’a plus qu'à multiplier le 
développement (d) par la série 

A “+ 2Bx + 3Cx° + etc. 


Effectuant cette multiplication, et ordonnant le produit 
avec la série 


1 + Ax + Br°+ 5Cx° L etc., 
l'équation (c) se réduit à celle 


1+ Ajx+Bjx + C )]xibetc.—=0; 
La ST —3CÙ —4D | —etc. 


"a = | + B\ etc. 
d'où l’on tire à l'ordinaire 
À C=>, D=?, etc. 
Substituant ces valeurs , ainsi que celle de À == 1 dans 
l'équation (b), on a 


APT: BE 


5 
y—=1 Hate + z és xt Hetc........(e), 
ce qui est l'équation demandée. 
De l'équation proposée (a), on tire 
L 


‘ __ arc(sin= x) 
? se © D 
et faisant 


= mC(sh==zx), doù x=emz, 
10.. 
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on à 
y—=e", 
_ donc substituant ces valeurs dans l'équation (e), à 
viendra depuis z2—0 jusqu'à z—100°, 


et —1+sinztsinz , sinz , 5sin!z 


HE etc. (f). | 


24 


Proposons-nous maintenant de déduire de l'équation 


donnée (a) la valeur de æ en une suite indéfinie des 
fonctions algébriques et réelles de y. 

Pour atteindre ce but par le procédé le plus simple , 
écrivons la proposée (a) comme il suit : 

arc (sin = y) —/x,.....(g) [ voyezl’art. 391], 
et alors nous chercherons la valeur de y en fonctions 


algébriques et réelles de x. Cela posé , nous commen- 
cerons par observer que y — 0 lorsque x = 1; donc 


p—:1 et g—0o. Actuellement différentiant l'équation M 


(g), nous avons celle 
xdy— Wi—ydr=0, 
qui, comparée avec l'équation (376), donne - 


F'(x,y)=—Vi—y et F'(x,y) =, 


ou 


F1) y] =— V/i—y* et F'C(zH1),y]=2+1: 


Donc , prenant pour figuratrice de la valeur de y, 
l'équation 


Ua Az + qu Cdi etc...(A)[eq. (380) ], « 


et substituant toutes ces valeurs dans l’équation (381) , “ 


nous aurons pour les deux premiers termes de l'équation 


A LT, 
résultante — 1 + AAZ qui, nécessairement, doivent 


| 
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pour la réalité de cette équation , se réduire à un seul 
terme, ce que nous obtiendrons en faisant la quantité 
indéterminée À = 1 ; d'où il s’ensuiyra, tout calcul fait, 
l'équation indéfinie 

A +oB }z+5C)2z + 4D) z+etc. =o; 
— 1 + ro + 2B + 35C;: 
ia). +AB 
et faisant chaque coefficient égal à zéro , nous en dédui- 
rons par les méthodes ordinaires de l'élimination, 


1 1 ‘ 

A1, B=—:, C=r D 0") Hetes 
Substituant ces valeurs ainsi que celle de x = 1 dans 
l'équation (k), ou plutôt dans celle 


A (x r)+B(x—i1) + C(x—1} + etc. 
Enfin remettant x à la place de y, et réciproquement, 
nous aurons pour équation demandée, 


2e (y-0—2 SGD (y-1)+etc...(r). 


CHAPITRE VIII. 


Des équations a deux variables , dans lesquelles 
les différentiellés du premier ordre se trouvent 
élevées à des puissances entieres plus grandes 
que l'unité , ou se multiplient entre elles. 


393. Le S équations que nous nous proposons de 
résoudre dans ce chapitre, sont comprises dans la 
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forme générale 


Ks +", y) dy 'dx + f(x, 3) dy" de. Me: ue à | 
fer, Y}dr® = 0: ATP RAI AR PQ (583) ; 


etilest aisé de voir que, quoique cette équation soit 
du mi" degré, elle n’est pourtant que du premier 
ordre , puisqu'elle n’est composée que des différentielles , 
du premier ordre dx et dy élevées à des puissances en- 
tières, ou multiphées entre elles. 

Les équations de la forme de celle (383) s’intègrent 
comme celle du premier degré à deux variables. En 
effet, si nous divisons cette équation par dx”, nous 
aurons celle du mi°”* Es 


RÉ RE ON MoN Te HA LUE A 
qui, résolue, donnera un nombre m d'équations de 
la forme | 2 

dy 


FR —@(x,y) où dy—=@(x,y) dr, 


esquelles étant successivement intégrées suivant Îles 
méthodes enseignées précédemment , donneront un 
nombre m d'équations primitives, qui toutes satisfe- 
xont à la proposée , soit séparément , soit combinées 
entre elles. 

Prenons pour exemple l'équation différentielle du 
troisième degré suivante , que nous avons tout de suits 
mis sous la forme de celle (584) 


(@), Rep 7e (® ») 
+ Ce + ay) D — ay 0... (a). 
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Cette équation étant résolue , donne les trois équations 
suivantes du premier degré. 


1. PT RNCS ECO EE | 
DD et Ty ou rs TE A (OS 

4 RR dy = zxdx et % EN CRDP TUE (d 
dont les intégrales sont respectivement 

se 3 
(ae Ye? pa = dite er: (c’ 
1 

et ÿ à ZE — z+c” l'es a (d”) , 


en représentant par c,c’, et c” des constantes arbi- 
traires. Or, chacune de ces trois équations primitives 
(b"), («”) et (d’) satisfait à la proposée (a) ; de même 
leur produit 


GE) -E- +7) 


satisfait à la proposée, car différentiant cette équa= 
tion (e) , il vient 


HF NR-DAGEE-D 
+) + be EL 
LE )E-0 


(x+c"} 
(3-0 64) 


(296 
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et substituant successivement à la place de y ses valeurs 

données par les équations (b”), (c’) et (d'), on re- 

trouve respectivement à ces trois substitutions , les 

trois équations différentielles (b), (e) êt (d) , qui évi- 

demment satisfont elles-mêmes à l'équation proposée : 
(a) , puisqu'elles en sont les racines. 


394. Mais à cause de l'extrême difliculté attachée 
à la résolution des équations littérales des degrés supé- 
rieurs , les Géomètres cherchent par le moyen de cer- 
tains artifices analytiques, qui bien souvent réussissent, 
à trouyer le rapport des deux variables x et y, en ne 
résolvant algébriquement que des équations d’un degré 
inférieur à celui m de la proposée. Voici quelques-uns 
des cas où l’on réussit. 

Premier cas. Soit l'équation générale 


dy"+f'ydy""dx+f'ydy""dx"....fr'ydx"—0... (385), 
dans laquelle je suppose que f'y, f'y.... sont des 
Fonctions rationnelles de y, et que cette variable n’y 
est élevée qu'à des puissances inférieures au degré 7” 
de la proposée (385). 

Faisant 

“dr = 2dy:...#(o); 

substituant cette valeur dans l’équation (385), et divi- 
sant cette dernière équation par dy”, on a celle algé- 
brique 
24 fys +f'yzt + fs... + fMyzr — 0. ....(b), 
qui étant résolue par rapport à y, donne un nombre 
plus petit que m de racines , telles que 

(c).1.. as ion, dÿ = 922. :…. (a). 
Substituant cette valeur de dy dans l'équation (a) , 


vient “nl 
dx —=2Q 242, 
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d’où 


Ainsi par le moyen des équations (c) et (e), on aura 
pour une valeur quelconque de z, celles qui se cor- 
respondent de x et y; on aura donc résolu le problème 
qui a donné lieu à l'équation différentielle (385). On 
remarquera qu'on ne pourrait avoir l’équation directe 
de relation des deux variables x et y, qu’en résol- 
vant l'équation (b) par rapport à z, et substituant 
cette valeur de z dans l'équation (e) ; mais la difficulté 
de résoudre l'équation ( b) étant la même que celle 
attachée à la résolution de la proposée (385) par rap- 


port à Ÿ , puisqu'elles sonfgtoutes les deux du degré 


7m ,onne remplirait plus l’objet de simplification qu'on 
deit proposé. 


EXEMPLE. Déduire de Péquaton différentielle du 
quatrième degré 


dyf+ ydy°dx — dxf= 0..... 1494 


les relations des deux variables y et x qui sals- 
font à la question qu’on suppose avoir donné lieu à 


l'équation (f). 


Faisant 


dosezdyr. Lo O 


la proposée (f) se transforme en celle 


24— 


1+ÿz—æ2—0, d'où y — 
at 


AA EU) 


Z 


dy = Side + À, 
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Substituant cette valeur de dy dans l'équation (g}), oi 
a celle | 


dx — 3z{dz + Fe S 


laquelle étant intégrée donne 


Fr? 


= % 2 + ls + const AS (z). 


Supposons pour déterminer la constante, que y=—=o 
Jorsque x — 0; ce qui donne, par le moyen de l’équa- 
tion (h), z—1,; et substituant cette valeur de z ainsi 
que celle de x== o dans l'équation (:)},ona 
const. =— ÿ : 
* 

donc substituant cette valeur de const. dans la même 
équation (1), on aura complètement 


Cette dernière équation, concurremment avec celle 
(A) , résout complètement le problème qui est censé 
exprimé analytiquement par l'équation (f). 


895. Second cas. Maïs si supposant toujours que 
dans l'équation (885) Sy j'y + sont des fonc 
tions rationnelles de y , nous considérons actuellement 
que parmi ces fonctions il y en a qui renferment y 
élevée à une puissance >> m, il est évident qu’alors 
l'équation (b}) de l'article précédent étant d’un plus 
haut degré par rapport à y que ne l’est la proposée 
(335) par rapport à , l'artifice indiqué précédem- 


ment ne fera que compliquer le calcul, au lieu de 
le simplifier; il faudra donc avoir recours à quelque 
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autre artifice : celui dont on se sert en pareilles. 


dy 


circonstances, est de faire Je =J%3; Ou, suivant les 


circonstances, T= yz ; de cette manière, l'on par- 
vient à une équation algébrique dont tous les termes 
sont multipliés par un même facteur variable , et qui, 
conséquemment , s’abaisse à un degré quelquefois infé- 
dy 
dx 

alors résolvant l'équation résultante par rapport à 

la variable y qui reste élevée à une puissance moindre 

que m;et substituant les valeurs de cette variable 
- dans celle des deux équations 

dy dx 


LA — Y2Z ou dy 7" 


rieur à celui m de la proposée par rapport à -— , et 


qu'on a d’abord posée, on aura une équation dif- 
férentielle du premier degré entre l'ancienne va- 
riable x et l'introduite z; d'où, par l'intégration, on 
aura une équation primitive entre x et z qui résoudra, 
conjointement avec celle qu'on a déjà eue entre y et z, 
le problème proposé. 


EXEMPLE Ï. Trouver les valeurs correspondantes 
de x et de y qui satisfont au problème dont l'équation 
Jinale est 


dyf+ y‘dydx’ + yfdxf— o...(a). 
Divisant la proposée (a) par dxf, et faisant 
d 
CS .(b), 
il vient 
vs +yz+y=0o, 
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et divisant par y‘, on a l'équation 

sf + yz+y —=o, 
qui , résolue par rapport à y, donne 


+ nm 270 
Y—= Loue DIR (ch 


d'où 
dz[ V:- Vire 4r AT CEA F1] 
2 V/1— 47 
Substituant ces valeurs de y et de dy dans l'équation 
(b) , il vient celle 


dx = 


dy = — 


Liv #45 ip 
V'1—43 6 


qui , intégrée, donne l'équation 


Z X const. ME 
Œe d ï 
iv HE Vi 47 
laquelle , conjointement avec l’équation (c), résont le 
problème exprimé analytiquement par l'équation (a). 


EXEMPLE Il. Trouver Les valeurs correspondantes 
de xetde y qui satisfont au problème qui dépend de 
l'équation 


ydy° + y’dyfdx? dx — 0... (d). 
Divisant la proposée par dy, et faisant 
ns s | 


A + >» d'où dr —=Zÿdy.....(e}, 
1] vient | 
v°+yz + y = 0, où y+2 EM oh 


d'où 


2 


— Z 
TS Es sas CP} 
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z°dz (2— 52°) 
à PHASE) ES 


Substituant cette valeur dans l'équation (e), il vient 


celle 


2zdz — 52%dz 
dr = — \, 


G+aY 
dont l'intégrale est 


ï ; const 
L'e de ee ñst. 
(14) 2(1+2) 
Cette dernière équation et celle (f) sont celles qui 
satisfont à la question. 


896. Troisième cas. Si l'équation (385) étant telle 
que nous l'avons supposée dans l’article précédent, 
l’artifice indiqué dans le même article ne réussit pas, 
c'est-à-dire, s’il conduit à une équation en y d'un degré 
pour le moins aussi éleyé que la proposée par rapport 
, dy 


à -— , on fera 


dx 


1 
ne A) S 


d’où résultera une équation différentielle du m'"* degté 


entre les variables x et u qui , traitée comnie celles que 
nous avons examinées dans les deux articles précé- 


dens, pourra donner sans peine le rapport des deux 


variables x et ; et par conséquent , à cause de l’équa- 
tion de relation (a), donnera aussi le rapport demande 
des deux variables æ et.y au moyen ; comme précédem- 
ment, d’une troisième variable intermédiaire z. 


ExEMPLE. £tant donnée l'équation 


dy5+ ydydxt+ y'dyidét-+ y'dxt 6... .(b), 
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on demande d’en conclure des équations qui donnent 
les valeurs correspondantes de x et de y. 


Soit qu'on pose l’une ou l’autre équation 


dx = 2dy, D ya, 


on ne peut transformer la proposée en une équation 
plus aisée à résoudre par rapport à y que l'équation 


(b) par rapport à Si Essayons donc de faire 


dx 
1 Ld du 
Y =» d'où dY=—-—, 


et subastituons ces valeurs dans la proposée (b), ce 
qui nous donnera , après avoir multiplié toute la trans- 
formée par u'', l'équation 
—udus — dudxf+ dudx + dx = 0.....(c). 
Faisant dx — zdu , et divisant par du, l'équation (c) 
se transforme en celle 
—u— m4 + z—o, d'où u=z"+z— 24 


donc 
1 1 
»(=i)= TÉL GE SU NON 
du = (53 + 32° — 42°) dz. 
Mais dx — zdu; done 
. dx =(5 + 32° — 424) dz ; 
d'où l’on tire par l'intégration, l'équation 
5 BEA 
de 74 11 220 CEE à 
LES L &- Fz 52 ]+ cons. 


qui résout, conjointement ayec l'équation (d), la ques 
tion proposée, 


et 


A PLUSIEURS VARIABLES. 159 
397. Quatrième cas. L’équation proposée étant ho- 
mogène, et le degré d'homogénéité des variables primi= 
tives étant plus petit que celui de leurs différentielles , 
on n'aura à résoudre qu'une équation du même degré 
que celui d'homogénéité des deux variables primitives, 
et à intégrer des fonctions différentielles du premier 
ordre à une seule variable , pour obtenir deux équa- 
tions qui donneront les valeurs correspondantes des 
deux variables qui entrent dans la proposée. En eïfet, 
soit généralement l'équation différentielle homogène 


Yo x dy"... + ydy dry td ly"—P dx? 
...—Hadym dat... .+ y "x dr" = 0... (586), 


dans laquelle nous supposons que le degré a d'homogé- 
néité des deux variables x et y est plus petit que 
celui m de leurs différentielles. Soït fait 


dy air 0), a); 


substitué cette valeur dans l'équation proposée (386} 

et divisé par dx”, ce qui donnera l'équation 

Put ne , RE CD A Re 0 RE MES à + LEZ 
ra y TL 0 AAA: (D) > 

qui , faisant 


- et divisant par 4°, se transforme en l'équation 


u' 2" .. —+- 12270 + u3—bzn—P .. —- eines ER +. 
PR ee Dos ue cel) , 
qui n’est que du degré a par rapport à la variable u; 


ainsi en résolvant cette équation (d), on aura un 
ombre a de racines , telles que celle 


Due, dou du ==fans.,.,-(J) 


160 INTÉGRATION DES FONCT. ET ÉQUATIONS 
Mais de l'équation (c), on tire celle 


dy = xdu + udz ; 
donc par sübstitution dans cette dernière équation des 
valeurs de x et de du [équat. (e) et (f)1, on aura 
celle 
dy = xf"2d2 + fzdx. 


Egalant cette valeur de dy avec celle de l'équation hy- 
pothétique (a) , et prenant dans la résultante la valeur 


x 
de —, on äura 
x 
dx — fzdz 
AGE f2—2 ? 


d’où faisant pour abréger, 


f'a 
Z ne ts 6 + € ‘ 
® fe (g), 
on:tire 
x — el? +const (h). 


Enfin mettant dans la seconde équation hypothétique 
(c) les valeurs de et de x[ équat (e)et (A)], on 
aura celle 
y —f5[ ef td const;] SPORE CA 

qui, conjointement avec celle (A) , résoudra la question 
proposée. 

De cette suite d'opérations, on peut conclure la 
règle générale suivante qui abrégera considérablement 
les calculs à faire. 


 Effacez x et dx dans la proposée , substituez-y u et z 
à la place des quantités respectives ÿ et dy ; résolvez 
l'équation résultente par rapport à u , et ayant les va- 
leurs de u en fonctions de z, vous aurez les quan- 
tités telles que @z par le moyen de l'équation (g) , 
d'où 


f 
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d'où, par les règles du seul calcul intégral des fonc- 
tions différentielles du premier ordre à une seule va- 
riable, vous conclurez les valeurs de x, et par con- 

* séquent les correspondantes de ÿ en fonctions de z 
[ équat. (4) et (2)]. 

On remarquera , 1°. que dans la règle que nousvenons 
de prescrire , on peut, lorsque c’est convenable pour 
Ja facilité du calcul , faire changer réciproquement de 

_ places aux deux variables y et x. 

2°, Que cette méthode donnera autänt de solutions 
qui satisferont à la proposée, qu'il ya d'unités dans 
le degré d'homogénéité des deux variables, puisque 
l'équation (d) donne ce nombre de valeurs de w en fonc- 
tions de z. 


EXEMPLE. Déduire de l'équation différentielle du 
sixième degré 
ydx—yxdxdy—9yxdydx" +xdyfExdydxf—=0..(k), 
les deux équations servant à détermirter Les valeurs cor- 
respondantes de x et de y qui satisfont à la question 


dont l'équation (k) est supposée la traduction ana- 
lytique. 


EfFaçant dans l’équation proposée la variable x et 
sa différentielle dx ; ensuite substituant respective- 
ment aux quantités y et dy celles w et z, on a 


l'équation 
/ u°— uz$— ouz + 25L2—o......(1), 


qui, étant résolue par rapport à la variable , donne 
successivement 


fu—=z et u—z(zt+1)},...... (m). 
Ainsi l’on a pour la première de ces valeurs de u, 


(fs s, Pa—=1} (M, 


12 
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et pour la seconde ,on a 


{fr =2(2+ 1), f'z—=5zt4 th a (PAR 

Les valeurs en (7) substituées dans l'équation (g); 
1 | 
donnent @z = — So et substituant cette valeur dans 
celles de æet de y [équat. (4) et (1)], l'on n’au- 
rait pour ces deux variables que des valeurs infinies ; 
ainsi rejetant la première valeur de w donnée par 
J'équation (/), nous nous en tiendrons à la seconde 
en (m), etsubstituant les valeurs de f3 , f”’z[équat. (p)] 
dans l'équation (2) , il viendra 


MA 
3 EN ÉEe") d'où feadi = 51 = + 


1 
et substituant ces valeurs dans les équations (h) et (1), 
on aura les deux suivantes 


Lee = FL const., 


2 I 
RAR 
et y—=[C2+2] [3 eF° + const. | 
qui sont les équations demandées. 


Avant de continuer nos recherches sur ‘quelques- 
autres cas, où l’on résout assez aisément les problèmes 
indéterminés entre deux variables , qui conduisent fina- 
lement à une équation différentielle d’un degré supé- 
rieur , nous ferons une application de ce qui précède à 
la solution d’un problème qui, comme nous le verrons 
dans la suite, est utile dans la haute Géométrie. 


598. PROBLÈME. Etant donnée une équation pri- 
mailive 
F(x;yiu)=0......(@) 
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æntre trois variables, et ayant entre ces mêmes va- 
riables , l'équation différentielle du second degré 


du® = dy? + dx?...... (b), 


on demande l'équation de relation entre deux quel- 
conques de ces variables. 


SOLUTION GÉNÉRALE. Soïent y et x les deux va- 
riables dont on cherche le rapport. Cela posé, il n’y 
a qu’à prendre dans la proposée (a) la valeur de w (*), 
différentier l'équation résultante , élever l'équation dif- 
férentielle au quarré , égaler la valeur de du? qu’on 
en déduit , avec celle donnée par l’équation (b); alors 
on aura ure équation différentielle du second degré 
qui, étant résolue, conduira à ane équation différen- 
tielle du premier degré entre les variables x et y; 
ainsi il n’y aura qu'à intégrer cette équation pour ayoir 
celle de relation demandée. 


On voit que, théoriquement parlant, la solution du pro- 
blème proposé n'offre aucune difliculté; mais elle peut, 
non-compris celles qui tiennent seulement à la simple 
analyse algébrique , présenter encore beaucoup de 
difficultés pour l'intégration de l'équation différentielle 
du premier degré , à laquelle on a été conduit. 

- Cependant cette difliculté diminue beaucoup si la 
proposée (a) est homogène par rapport aux trois ya 
riables , puisque opérant comme nous l'avons dit pré- 
cédemment , il est clair que l'équation différentielle du 
premier degré à laquelle on parviendra , sera homogène, 
et par conséquent séparable (art. 339 ). 


(*) Nous continuons, pour abréger , à ne considérer qu'une seule 
des racines des équations d’un degré supérieur, que nous supposons 
décomposée en toutes ses racines. 
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EXEMPLE. Etant données les deux équations 
(b)...du®— dy+dx, et u°—y + nx’....(c), 
trouver l'équation qui exprime la relation entre Les 
deux variables x et y. 
Différentiant l'équation (c) , il vient 
d nxdx 
A À Ft iLsn 
Vy+nx 


donc du?, ou 
ï ,_ #°dÿ*+onxydydx+n°x°dx? 
dy°+ dx? — TONI RTE ei (d). 


Chassant le dénominateur , réduisant , divisant par dx°, 


prenant la valeur de =. , ensuite multipliant par dx, 


on a l'équation homogène et seulement du premier. 


degré 


RS 


= dx V’y° + nx°. 


Donc faisant y — 2x, ce qui donne la transformée 


ap / (==): dé 
a T— 1 Varx né 


et intégrant , il vient 


xdy— ydx = + 


À mm 


[voyez l’art. 339 et l' ie nr substituant à [a 


place de z sa valeur À , ensuite passant des logarithmes 


aux quantités algébriques, on a 


a 


mn 


mé 


—- 
= + Ve Li: Dr AE : 


En 


LL d 


L 
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ce qui est l’équation demandée , tant que x est diffé- 
rent de zéro et de l'unité. Le cas de x = o ne peut 
être considéré, puisqu'il réduit la proposée (c) aux 
deux variables et y. Quant au cas où l’on aurait 
n—1, alors remontant à l'équation (d), on voit qu'elle 
se réduirait à celle 

y°dx°+x° dy —oxydxdy=0o , ou ydz—xdy=0 , 
et intégrant , on aurait 

y—=zxX const. 


599. La solution que nous venons de donner est 
celle qui se présente le plus naturellement à l'esprit ; 
mais en s y prenant comme l'ont fait quelques Géo- 
mètres, pour résoudre ce problème, on parvient à 
ane formule finale qui donne la solution générale de- 
mandée. Cette dernière solution étant plus élégante 
que celle indiquée dans l’article précédent, nous croyons 
ttile de la faire connaître à nos lecteurs. 


Soit fait 
Y—=2%..,.(a), ur. ...(b), dits A lc} 
d'où dy ou | 
tdx [équat. (c)] = zdx+ xdz....(d), 


et 
du = vdx + xdv..,..(e). 


Alais par hypothèse, 
du = V dy + dx =dx WP+ à [équat. (o)]; 


donc égalant cette valeur de du avec celle donnée par 
l'équation (e) , on aura celle 


dx dv 
FA sers FAITES ER sas ICT), 
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Or, nous remarquerons que l’équation primitive 


F(x,y,u) =0o 
donnée par l'énoncé du problème , étant supposée 
homogène , il est clair qu'en y substituant les valeurs 
Ro cetiques de y et de u [équat. (a) et (b) |, on 
aura une équation qui ne contiendra plus que les deux 
variables y et z, d’où l’on tirera 


NE Le ET EN RE LEP AN TS à 


donc substituant ces valeurs dans l'équation (f) , ik 


. viendra | 
dx _ f'2dz 


Tete 0 
Mais de l'équation (d) on tire 


dx dz 
Un de ASE MS 


donc égalant cette valeur de Fe avec celle donnée par 
l'équation (2), on aura # 
(i—z)ff2— RER fe. 
d'où l'on tirera 
2 ff EVE 27 me à 
GS 


ou, multipliant le numérateur pris avec le signe -4- 
devant le radical et le dénominateur du second membre 
par le numérateur pris avec le nue négatif devant le 


radical, il viendra 
nu ef) 
f'afz—2—V{(f'2) CRT 1} * 


et substituant cette valeur de t— z dans l'équation 
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(%), on aura | 
dx _ f'2f2d2— zdz 


æ Tite) 
_d SA AO ED em ne Ho 


1+z— (fz)* 
Mais le premier terme du second membre de cette 
équation est égale à la quantité Lrafs Rae) 
q est esdie q (fe x à 2 


dont l'intégrale est — ? 2 [(fz)—2°— 1 ]; donc l’in- 
tégrale de Féquation (/) est 
Îx=— l.const.—?/{[(f)—2—1] 
JE CA nm A m0 OS 
| DE NS MO EU UE ! 
Si nous voulons faire l’application de cette formule (m) 


au même exemple que celui de l’article précédent, 
nous substituerons dans l’équation proposée 


= y + nx, 


les valeurs respectives zx , vx de y et de u [ équat. (a) 
et (b)]; ce qui nous donnera la transformée 


= +n, 


— ÿ//z°Ln et AE 7e sn 


Substituant ces valeurs dans l’équation (m}), et com= 
prenant dans la constante arbitraire, la quantité cons- 
tante — ; Z(n—1}), nous aurons 


lx — L.const. + VE qe 
RE fe Ne 


= = À const + / [x + W/z+n n| VC) 


d'où # ou 


ne - 
2 


ti 
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donc passant des logarithmes aux quantités algébriques; 


et substituant à z sa valeur * = Léquat. (a) |; il viendra 


Ha =Ù re PRE + nx° F sv 


const. 
même résultat que celui trouvé à sa 393. 


4oo. Parmi les équations différentielles des degrés 
supérieurs entre deux variables qui ne sont pas ho- 
mogènes, et qui renferment les deux variables primi- 
tives ; nous allons en considérer quelques-unes dont on 
déduit assez aisément les formules donnant les va- 
leurs correspondantes des deux variables qui satisfont 
au problème. 


Soit d’abord l'équation 
ydx _— qxdy — 


V'ady"+bdy" dx + cdy"*dx?....+ ndx" (387) , 
qui divisée par dx, et faisant 


A le CE > 


devient 


rs 


Y—qx3— V'a2ME Dam cam Ln.... (588). « 


Représentant , pour abréger , le second membre de 


LA s # 
cette dernière équation par fz, on aura 4 


y—gqxz —=fz, 


et différentiant en faisant toujours dfz— f"xdz, on 
aura | 


dy — qrdz— qudx = fade... .(b). 
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Mais dy = zdx [ équat. (a) ]; donc changeant les signes 
de l'équation (b), on aura celle 
(g—1})zdx + gxdz——f'zds, 
qui, comparée identiquement ayec l'équation (296) 
L'art. 341 | , donnera 
A=q—1, B=9, E(y)=z, F(x)=2, f(y)=—Jf'2- 


Substituant ces valeurs dans l'équation (297), on aura 
celle 


4 LUE | 
(q—1) x +/f'2 21 d2 = const. .....(389), 
qui, faisant pour abréger 
Fz—/f'z2 LITE (890), 
donnera é 


Ars 
const, — HA 
bois [con Fz]z27 
q—1 
et substituant cette valeur de x dans l’équation (388), 
on aura 


Et CAO NS 


] 


a 


“I [const. — Fz | 277 


q —1 


Pr 


Va ban. +n....(892). 


Ces deux dernières équations (391) et (392) résolvent 
la question qui a donné lieu à l'équation proposée (387). 


EXEMPLE. Déduire de l'équation 
ydx — 2 xdy = aÿ/(dy°+ dx? )..... (c), 


les valeurs correspondantes de y et de x. 
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Comparant l'équation (c) avec la générale (587) ; 
on a 
g9=i, Mm=92,a=Va,b=o,c—0o,n— Va, 
donc 
—œ a ÿ/z+1, d'où à D se : 
Va+i 


et substituant cette dernière valeur , ainsi que celle 
de q dans l'équation Ne , On aura 


Fe [ES = 5 (—9) V/z+1 (art, 219); 


substituant cette valeur de Fz, ainsi que celles de 
g,m,a,b,n dans les formules (591) et (392), on 


aura les deux équations demandées. 


401. Sig —=1,cest-à-dire, si nous ayons à déduire 
de l'équation 


ydx—xdy=V ady"+bdy" dx. …—+nda®,..(595},. 


les deux formules qui donnent les valeurs correspon- 
dantes de x et de y, alors les équations (391) et (392) 
ne peuvent plus servir; mais nous obtiendrons di- 
xectement l'équation de relation des deux variables. 
En effet, divisant comme précédemment par dx , et 
faisant toujours 


d 
Hi Pan 22(07, 


Y — 2x — V/Laz" + Bar TE SE AL TOY, 
ou | ÿ —2z=f7 ARENA: (c)4 


nous aurons 


en représentant toujours le second membre de l'équa- 
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tion (b) par fz. Différentiant l'équation (c), il vient dy ow 


zdx— zdx — xdz =f'zdz, / 
d'où — xdz = f'zdz1.......(d), 


équation qui ne peut avoir généralement lieu, c’est- 
à-dire quelles que soient les valeurs de x, qu'en faisant 


d=0okLdoù 3 0) 


en représentant par C une constante. Substituant cette 
valeur de z dans l'équation (a), il vient 


dy—Cdx, d'où y— Cx+ C'.....(e), 


en représentant par C’ une autre constance que GC 
. dont elle est une fonction ; de manière que l’une de ces 
deux constantes ayant été prise d’une grandeur dé- 
terminée , l’autre ne peut rester indéterminée. En 
effet, substituant la valeur C de z dans l'équation (c), 
il vient celle 


y = Cx + fC.........(B94), 


et retranchant cette dernière équation de celle Ce), F 
on 4 C’ te # j 


L'équation (394) est la seule intégrale complète de 
la proposée (393) ; mais cette dernière équation a une 
solution particulière qu'on aperçoit bien vîte en faisant 
attention que l’équation (d) peut encore être satisfaite 
dans le cas particulier de x=— f’z; et alors prenant 
la valeur de z ou 2 , ensuite substituant cette va- 
leur dans l'équation (b) , on aura une solution particu- 
lière de la proposée. 


Eclaircissons davantage cette théorie par un exemple. 


| ; £ 
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. Soit proposé d'intégrer l'équation 


ydx—xdy—a V’dy Æda*..:.:,(f); 


y ; . COL ME een De 
divisant par dx et faisant z = » il vient l'équation 


Jÿ—xz—a Va Eric}, 
qui, étant différentiée , donne , toutes réductions. 
faites, 


az 
x + =) Es ok à 2 
( V/z°+ 1 


d'où l’on tire successivement 


da 0 OUR ONEPERENOTTE 


ei 
az 3e “h 
LT —m——— , doù 2 = EE ———..,..(). 
Vz + 1 Va —x? 


la première valeur de z ['équat. (h)] substituée dans 
l'équation (g) , donne | 
y—Crx—ay(C+1)......(k, 
ce qui est l’iftégrale complète de la proposée. 
La seconde valeur de z [ équat. (z)], prise avec 
le signe négatif et substituée dans l'équation (g). 
donne 


Ï 
Ï 

& 
5x 


et par conséquent, 
PEL ss ons MN PEN 


ce qui est une solution particulière de la proposée (f}, 


3 4 
P. 
22156 
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En effet , il est aisé de voir que cette équation sa- 
tisfait à la proposée , mais qu’elle ne peut rien avoir 
de commun ayec l'intégrale (k) , car quelle que soit 
la valeur qu’on donne à la constante C dans l’équa- 
“tion (k), on ne pourra jamais reproduire l’équa- 
tion (/). | 
La simplicité de l'exemple que nous venons de nous 
proposer, nous met à même de comparer les résultats 
que nous avons obtenus par cette méthode, et ceux 
que nous obtiendrons par les méthodes d'intégration 
des équations différentielles du premier degré entre 
deux variables. : 


Quarrant l’équation (f°) , il vient celle 
ÿ°dr° — oxydydx + x°dy — a dy + a’dx°.....(m), 


qui, résolue par rapport à dy, et chassant le déno- 
minateur, donne 


(a— x°) dy = — xydx+ adx /(y°+ x°—0). ...(n). 
Faisant | 
Y —2Z Va — x. .. (o) , 
SLT 
PCT en riens D 
V'a—x 
et substituant ces valeurs dans l'équation (x) , on a, 
toutes réductions faites , l'équation 


d'où dy = Y/(a°— x°) dz — 


(a— x) di = adx W(a— x) (7 —1), 


ARE EN 
qui, étant divisée par { a? — x°)* V/z:— 1, donne 
l'équation séparée 


dz _adx. 
D'OR UN I a x° 
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dont l'intégrale est, en passant des logarithmes aux 
quantités algébriques, et représentant par q une cons- 
tante arbitraire 


Z+Vr—i=g (CZ). 


Substituant dans cette équation la valeur de 


= C équat. (o)], 


et multipliant par V/a— x, ona 


Y+VG+x—-e)=q(atz), 


d’où on tire 


BB — 


= G+a)+ 
ou Ra 2 AE es LT (p), 


ce qui est l'intégrale complète de la proposée ; mais 
si pour simplifier cette équation, nous faisons 


rm 
2q CS 
d'où 
q=C+VC+: et CS Vi Res 


alors C représentant une constante arbitraire , l’inté- 
grale complète (p}) de la proposée ( f ) se réduira à 
l'équation 


y—=Cr<+a Vi+C, 


qui est identique ayec celle (k). Actuellement pour 
trouver par la règle générale prescrite à l’article 381 , 
les solutions particulières de la proposée (f), éli= 
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rninons le radical de l'équation (k), et différentions 
l'équation résultante seulement par rapport à C, sans 
écrire dC , ce qui donnera l'équation 
— 2yx + 2Cx° = 20°C, 
, x 
< ou C tr __- x? 0 


et substituant cette valeur de C dans l'intégrale com- 
plète (k), 1l viendra 


ar yx°— a VI ca —x° }) + y°x*] 
PÉED EUR PRO HP NP TIRE SEE M 
Chassant le dénominateur , réduisant et quarrant afin 
d'éliminer le radical, nous aurons 
ae (a — 2°} + y°x° 5 
transposant y°x? dans le premier membre, et divi- 
sant toute l'équation par a*— x*, il vient définitive- 
ment 
J=a—ax où y x —=a; 
ce qui est une solution particulière de la proposée, 
et est le même résultat que celui (/) donné par la 
méthode précédente. 
402. Toute équation de la forme 
dyP = (ax" + by") dir... (a), 
dans laquelle le degré p sera égal au produit des ex- 
posans m et n des deux variables, divisé par la diffé- 
rence de ces mêmes exposans , se séparera aisément. 
En effet, soit l'équation 
mA mn 
dy (ax + by") dar... (595) ; 
d'où l’on tire 
mn 


dy = v GX by")"="dz. Pt 4(0) 
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m 
et faisant DE ERA CIE 
me m Mn 
d'où dy = x"dz + —x * zx, 
7è 


on a, par la substitution de ces valeurs dans l’équa- 
tion (b), la transformée 


ne MTL nn mn 


— mie GE AE een à 
a" di + x * zdx=x "(a +bz") mdr, 


MT 


x 


et divisant toute cette équation par , il vient 


71 


mn 


- nadz 4 mzdx = n(a+ bz") mm dx, 


d’où l’on tire 


de ndz | 
PRAIPETE mn c | 
Li bzny nn 
n (a+ bz") — ma 
et intégrant, on a 
“. dz 
l bn 1.03 (000) 
const. mn (96), 


(a + bz") AL — mZ 


qui est l’intégrale demandée , en y mettant après l'in- 
tégration, la valeur de zx déduite de l’équation (c). 
EXEMPLE. Intégrer l'équation 
dy RARE Ov) de. (2). 


Compararant identiquement cette équation avec celle 
(a) , il vient 


D, = 00 une 0 0 


Il 
à 
] 
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mr a” x 1 ‘ 
or, p(=2)= Ce D 


M — 11 9 == ] 


277 


nous aurons donc l'intégrale demandée en substituant 


les valeurs numériques dep, a....dans l’équat. (396), 
ce qui donnera 


x dz 
> 9 pe nie Se € “ 
const. ( ) 


(2+ mn 23 


Pour effectuer cette intégration, soit fait 
u— Wa+6z.....(e), 


U°—9 + du, 
DA 


Substituant ces valeurs dans l'équation (c), il vient 


| ARR —— udu 
const. u* — Gu + ait fs (u—1) 


PORC Tee LU — 1 
U— 1 (u— 2} 


Passant des logarithmes aux quantités algébriques, on a 


d'où 


= 


T FE à | 
const: © Qu—aptt"00: 


mais 


u=V 2462 Ve 4 LOI EEE) Sen, 


Donc substituant cette valeur de u dans l'équation (f), 
on aura une équation entre ies deux variables x et y, 
qui sera l'intégrale complète de la proposée (d). 

403. REMARQUE. Puisque l'analyse enseignée dans 
l'article précédent, a lieu quelles que soient jes valeurs 


des exposans m et n., pourvu qu'elles diffèrent entre 
a. 12 
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elles, il nous sera fort aisé de séparer les équations 
différentielles du premier degré de la forme | 


dy tu (ax + by") 76 le RUE (397) » 


mr 
m X 
I + 1 
dans laquelle p—1 et = 1 =p; car cette 
MN — 
m +1 
équation (397) satisfaisant aux conditions prescrites à 
l'article 4o2 , nous trouverons tout de suite, par une 
simple substitution dans l'équation (396), que son 


intégrale est de la forme 


… 


x m dz 
À as | RRLTE 11 +... 3 8 
const. m 1 m 907 
a+ ba nu m& 


dans laquelle 3 = yxT Cri) 
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SECTION ÏIil. 


De l'intégration des Formules et équations 
différentielles des ordres supérieurs. 


CHAPITRE Fe. 


Æntésration des formules différentielles de tous les 
ordres & une seule variable. 


404. Exanr donnée une formule différentielle de 
l’ordre n, telle que 


Pd'x+-Qd® xd +Rd"xdxt....+Vdx".., (599), 


dans laquelle P, Q, R....V représentent des fonc- 
tions de la variable x , et dans laquelle aucune diffé- 
rentielle de x d’un ordre inférieur à n n’est considérée 
comme constante , proposons-nous de trouver les rela- 
tions qui doivent exister entre les coefliciens P, Q...V 
pour que l'intégration de la formule (399) puisse se 
ramener à celle d'une formule différentielle du premier 
ordre à une seule variable. 


Nous nous contenterons d'examiner successivement 
les cas de n—2 et n—53, ce qui fera suffisamment 
connaître la manière dont on devra s’y prendre pour 
des valeurs supérieures de 7 ; mais ayant d’entrer en 

12., 
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matière , obseryvons que si nous considérons la formule 
(399) comme provenant des difFérentiations successives 
d'une fonction X de x jusqu’à l'ordre x, nous pour: 
rons représenter toute la formule (399) par d'X. 
Ainsi nous poserons l'équation 
\ 
d'X = Pd*x + Qd''xdx + Rdtxdrz +... 
SR Yates (AO: 
405. Considérons d’abord le cas particulier den—2, 


c'est-à-dire, cherchons la relation qui doit exister 
entre P et Q, pour que l'intégration de la formule 


d'X = Pdx + Qdx?....(a) 
puisse se ramener à celle d’une formule différentielle 


du premier ordre, et représentons cette dernière for- 
mule par 


dX— Adx. .…...(b), 


À étant une fonction de la variable x. Différentiant 
l'équation (b), on a celle 


ddX = Addx + dAdx, 
qui devant être identique avec celle (a), donne 
1 nn A API ‘He (C) 
et dA—Qdx, doù Q— Fe 
mais dA = dP [équat: (c)] ; donc 
| dP 


ce qui est l'équation de condition pour que l'intégra- 
tion de la formule (a) puisse se ramener à celle de 
la formule différentielle du premier ordre (b), ou 
plutôt à celle 


dX== Pdxi. 110 (@) à cause de A P. 
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L'équation (e) qui se déduit immédiatement de la pro- 
posée (a), en effaçant dans celle-ci son dernier terme, 
et substituant dans ce qui reste les différentielles pre- 
mières dX , dx à la place des différentielles respec— 
tives du second ordré dX , dx, est une première in- 
tégrale de la proposée; et l'opération extrêmement 
simple qui a conduit de l'équation (a) à celle (e), 
peut être considérée comme une première intégration. 


EXEMPLE. Ramener, si c'est possible , l'intégration 
complète de la formule 


axe] Het )ada(aoa— : a). P), 


à celle d'une formule différentielle du premier ordre, 


Comparant la proposée ( f) a ayeg- la formule (a), 
il vient 


va 4 EI 
Différentiant la première de ces deux équations ,on a 
dP b 
= Tres —- 2oax", 


valeur qui est identique avec celle de Q , donc Ja pro- 
posée (f) a pour première intégrale 
b . 
et comme l'intégrale de cette dernière formule est 
X = by/x + ax, 


nous en conclurons que cette dernière quantité est la 
formule primitive de la proposée ( f). 


406. Examinons maintenant le cas de n=3, c'est- 
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à-dire, celui où l’on cherche les relations qui doivent 


exister entre les coefliciens P, Q et R pour que l’inté= 
gration de la formule différentielle du troisième ordre 


ŒBX = Pdx + Qd'xdr+ Rdx....(a) 


puisse se ramener à l'intégration d’une formule diffé- 
rentielle du premier ordre, que nous représenterons 
comme dans l'article précédent, par 


dXAdx,,<:%(0): 


Mais avant de parvenir à ce dernier butfde notre 
recherche actuelle, voyons quelles doivent être les 
conditions nécessaires pour que la proposée puisse 
éprouver une première intégration, c'est-à-dire, être 
ramenée à la forme d'une quantité différentielle du 
second ordre , telle que celle 


ŒX— À'ddx + Bdx°’...... (c), 
dans laquelle A’ et B sont des fonctions de x. 


La formule (c) étant considérée comme une pre- 
mière intégrale de la proposée (a) , il est clair que la 
différentielle 

BX—= A dx + dA)dx+dBdx’..... (d) 
+ 9Bdx 


de la formule (c) doit être identique avec la propo= 
sée (a) , ce qui donne 


; dA 
(6) enr AFIRE Q=——+2B....(f), 
db RIT Noel = Rdr 0 (g)- 


Substituant dans l'équation (f°) les valeurs respec= 
tives de A’ et de B données par les équations (e) 
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et (g), il vient 


Q= FT +2 Rd LR (A), 


ce qui est la seule équation de condition nécessaire 
pour que la proposée (a) soit susceptible d'une pre- 
mière intégration, et puisse être réduite à la formule 
différentielle du second ordre 


D DRE LE) dre de CC). 


Mais d’après ce qui a été démontré dans l’article pré- 
cédent, la formule différentielle du second ordre (1) 
n’est susceptible de se réduire à celle différentielle du 


premier ordre (b), que si f Rdx — ds. , et substituant 


cette valeur dans l'équation (A), on aura 
3dP 
Q=——........(R), 


ce qui est la seconde équation de condition néces- . 
saire pour ramener la formule (a) à celle (b), ow 
plutôt à la formule 


dX — Pdr...... (D), 
en faisant attention que À — A’— P. 


EXEMPLE. I. Ramener, si c'est possible, l'inte- 
gration de la fonction différentielle du troisième ordre 


(a-x°)d'x+3(a-x°)xdxddx+"a+0x?]|dx? 
d'X— EE 5 (m) » 


à celle de l'intégration d’une fonction différentielle du 
premier ordre. 


Comparant identiquement la proposée (m) avec la 
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fonction (a), il vient 


1 are 
(n) .... Pie Ve) a) , Q= Vas .(o)s 
a? + 9x 
et R = Va x$ ss Volets lots . (p}. 
Différentiant l’équatien (z) et divisant par dx ,ona 
dP æ 


AL TS Deep MONO 
ÂActuellement multipliant l'équation (p}) par dx, in 
tégrant et doublant l'intégrale , il vient 


RTS me EAN NN 


Or, ajoutant les équations (q) et (r}), on retrouve 
la valeur de Q [équat. (o)]; donc la proposée (m) 
a pour première intégrale 
dx ædx* 
PX = + s) [éq. ()1. 
res + ve "© Le OI 


— 7°}? 


2X 


De plus, SN raRE les équations (o) et (q), on voit 
tout de suite que la seconde équation de condition (k} 
est satisfaite ; donc l'intégrale seconde de la propo- 


sée est 
dx 


dX pra PR URSS: TEE +. Î é uat. l À 
x) () Léquat. (2)] 
Il est aïsé de voir d’après cette dernière équation, 
que la fonction primitive de la proposée est 


== arc (sin =. =) — const. [équat. (134) ], 


EXEMPLE IT. S’occuper de la même recherche que dans 
l'exemple précédent, en considérant maintenant la fonc- 
tion différentielle du troisième ordre 

x x°d5x + (3xf 1 9x) dxd?x — dxÿ 
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Nous avons dans ce cas-Ci, 


3 

Fu Q= Te et R———, 
donc 

dP dx PEN 

Te = 3x, 2fRdx—=— 02 a ar 
d'où 


dP 62 
Ts + 2/Rdx — 3x RAT 


valeur identique avec celle de Q ; donc la proposée 
est susceptible d’une première intégration, et sa pre- 
mière intégrale est 


PRE 


Mais en comparant les valeurs que nous venons de 
A à! dP . . LA . , 
trouver à Q et à Te” il est aisé de voir que la se- 
dx 


conde équation de condition (k) n’est pas satisfaite ; 
donc la proposée n’est pas susceptible d’une seconde 
intégration , et , à plus forte raison , d’une intégration 
complete. 


407. REMARQUE. L'équation de condition (4) [*] 
exigeant l'intégration de Rdx qui peut quelquefois pré- 
senter beaucoup de difficultés, et les calculs de la 
‘seconde équation de condition (k) , ainsi que de l’équa- 
tion (2), étant des plus aisés, il sera tres-souvent plus 
simple de commencer par voir si l'équation de con- 
dition (k) a lieu, et si elle est satisfaite , de poser 


[*] Cette équation et toutes celles dont nous parlerons dans cet 
article , sont relatives à l’article précédent. 
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l'équation finale (Z) qu’on différentiera deux fois 
de suite , ce qui donnera une formule différentielle du 
troisième ordre , laquelle sera identique avec la pro- 
posée , si cette dernière est réellement susceptible d’une 
intégration du second ordre. 


Mais si la proposée ne pouvant se ramener à une 
fonction différentielle du premier ordre, on veut avoir 
du moins une première intégrale; alors la méthode 
dont nous venons de parler ne peut plus servir , puis- 
que dans la première intégrale cherchée, il entre la 
quantité / Rdx. Ainsi la méthode exposée dans cette 
remarque, ne peut être utile que si la solution du 
problème qui a donné lieu à ces calculs, dépend ab- 
solument de la double intégration de la fonction diffé 
rentielle du troisième ordre. 


408. On appelle intégrales double , triple, qua- 
druple....les quantités telles que 


SJF(x, y...dx, dy...); SSSEF(x, y. desdyi ds 
ÉLÉSECE, Vide des) A ; 


dans lesquelles F(x, y...dx, dy...) est une fonction 
différentielle d’un ordre ou degré au moins égal au 
nombre de signes d'intégration f qui la précède. Mais 
pour éviter d'écrire dans ces indications d’intégrations 
répétées, un trop grand'nombre d’f à la suite les unes 
des autres, nous n’en écrirons qu'une ayant comme 
exposant le nombre qui fera connaître combien de 
fois elle, doit être répétée. Ainsi pour indiquer l’inté- 
grale n“l° d’une fonction différentielle 


F(x, y....dx,;dy..:.), 
qui est au moins de l’ordre ou degré n , nous écrirons 


PERS YA dr dy: 
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#cg. Lorsque la différentielle première dx dela seule 

variable x dont X est fonction , est considérée comme 

constante , il est clair que la différentielle de l’ordre n 
de X ne pourra se présenter que sous la forme 


d'X=oxdx"...., (401). 


Or , je dis que représentant par ©, c’, c’..... des 
constantes arbitraires, l'intégrale finale ou fonction 
primitive de la proposée (401) , sera de la forme 


D QT EE PE og à CUS ruine mn Ke TS 
IR CO CEE CT... (402) / 


En effet , dx étant considérée comme constante , il 
est clair que 


Joxdzx? = dx fexdx, 
donc f'exdx* = [dx fexdx; 
de même fexdx* = dx fexdx ; 
donc f'exdx = fdx*fgxdx = dxfdxfpxdx, 
et par conséquent 
[exdx* = fdxfdxfexdx. 


Enfin généralement , on trouvera par une suite de 
calculs semblables , que 


froxdx = [dxfdxfdx....fexdr…... (408) , 


en mettant dans le second membre de cette équation, 
autant de fois le signe f qu'il y a d'unités dans le 
le degré n de la différentielle de la, variable x. 


Mais en representant respectivement par gx, @"x, 
g"x....les fonctions variables des intégrales effectuées 
de gxdx, çg'xdx, g'xdx.....,on aura 


fexdx=gr+e, 
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donc fdxfgxdx , ou 


f'oxdzx = [fe xdx+ cdx] = gx Hcætc; 
d'où il s'ensuit fdx/fdxfpdx, ou 
ford =" Lier + cxdx + c'dx] 
—=@ "r+° æ? + cat c' 3 
donc /drfdxfdxfoxdx , ou 
L'exdai= [{e"xdx + , x°dx + c'xdx + c'dx] 
LR sde à te 
= ? c++ à a? + c'x + c7. 
On trouvera de même 
Perdre A 534% + ss ju xe"æott, 


et enfin rare 
c 


#1 d BD pn/ ai QUE, à 
f'oxdx = HE Ne MS —— 2" + 


RTE LA RE A MEN € } E 

Mais de l'équation (401), on tire 

KE frp2dx"; 
donc si l’on représente par fx la fonction de x indi- 
quée précédemment par 4”x, et enfin si l'on com- 
prend dans les constantes arbitraires ©, c’..... les 
dénominateurs numériques qu'elles ont dans l’équa- 
tion (a), cette dernière équation se réduira à celle 
(402) , ce qu'il fallait démontrer. 


EXEMPLE. Trouver l'intégrale finale ou fonction 
variable primitive de la fonction différentielle 


(2x°<+ 1) dx. 
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nO a px = 92 + 1, 


e 4 
d'où  @g'x—= f2x°dx + [dx — — +zx, 


PARENT RE RER 

x°dx FL 1e NON 
10 +f PATENT. 6 

et substituant cette valeur de fx dans la formule (402), 

on aura pour l'intégrale finale demandée 


et @”x ou fx = 


SLA 


me h He de + ce. 


410. TOME maintenant de développer l'in- 
tégrale n"Ple flpxdx" en une suite de n intégrales simples. 


On à 
dE xfpxdx] — dxfexdx + xExAx , 


d'où 
fdxfoxdx ou f’exdx = xfpxdx — fxoxdx, 


et ajoutant aux intégrales de @xdx et de xpxdr les 
constantes arbitraires respectives c et c”, il vient com- 
plètement 


f'oxdx = xfpxdx — frpxdx + cx + ce... (a). 


La différentiation du premier membre multiplié par x, 
donne 


d[xf'oxdx® ]= dx f°oxdx* + xdx foxdx ; 
donc /dxf”exdx’, ou ÿ 
foxdx = x foxdx? — fxdxfexdz , 


et substituant la valeur de f’6xdx° donnée par l’équa- 
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tion (a), il vient 


Pexdas = x°foxdx — xfroxdx + ca + c'x 
— frdxfpxdx..... (b). 

Or, 
à “d(x'fpxdx) = sxdxfpxdx + xgxdzx, 

oc 

frdxferdx = + x" foxdx —? frpxdzx. 

Substituant cette valeur dans l’équation (b), réduisant 
et ajoutant une nouvelle constante arbitraire c” à 
cause de la troisième intégrale fx°prdx qu’on y in- 
troduit, on a 


L'oxdas — + [x fpxdx — oxfxoxdx + froxdx ] 
Hcx+cx+ke.......... (c). 


On trouvera par des calculs et des raisonnemens sem- 


blables, 

ffexdzxt = Ca foxdx — 3x*frexdx 
HBxfaprdx—/froxdx ]+-cxtc'x texte"... (d). 
En observant attentivement la loi qui règne entre les 


termes des trois formules (a), (c) et (d), on voit 
que généralement 


f'oxdx" — > — Ca /pxdx—(n-1)x""2fxoxdx 
+ -—— Crisis DEEE 2) Le OT UE 
D 1 — 2 — 3 
= CHE PED vpn 
fre de L'or ears 
+ Cam He cat. cn... (404). 


Des deux signes qui précèdent le nie terme inté- 
gral, le positif est pour le cas de x impair , et le ne- 
gatif pour le cas de x pair. 
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Appliquant cette méthode d'intégration répétée à 

celle de la formule (2° 1 ) dxÿ prise pour exemple” 
on a eæ = x° + 1, donc 


5 2 
fade = + à Ù frpxde = + 
6 3 4 
fr +9 fred + À: 
| 8 5 
enfin fx‘oxdx — . — = . 


Substituant ces valeurs dans l'équation (404), on a, 
toutes réductions faites, 


NE 160 Sie, Ga 
Raul ass 280 2 TÉ LE 
+ cat ca + ci + cx Æ c. 


CHAPITRE IL 


De quelques fonctions et équations différen- 
tielles des ordres supérieurs entre deux ow 
un plus grand nombre de variables ; aux- 
quelles on. peut appliquer des règles géné- 


rales pour les intégrer. 


"201 3 est aisé de voir d'après la formule (48) 
Cart. 4471, que la forme la plus générale que puisse 
avoir la différentielle seconde et complète d’une fonc- 
tion F(x, y) de deux variables, en ne considérant 


éd 
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aucune différentielle FFE de variables comme 
constante , est 


ddF(x, y) = Addx + Bddy + Edx°+ Hdÿ* 
+ Kdxdy..... (405), 
en représentant par À, B,E,H, K des fonctions 
de x et de y. Cela posé, proposons-nous de trouver 
les équations de condition qui doivent exister entre 
les coefficiens À ,B,E,H, K pour que la fonction 
différentielle du second ordre (405) soit la différen- 
tielle première d’une autre fonction différentielle du 
premier ordre qui, conséquemment, est l'intégrale 
première de la proposée, et cherchons quelle est la 
forme de cette intégrale. 
Différentiant la formule différentielle du premier 
ordre 


dF(x;y) = Par + Qdy.. (a), 


dans laquelle P et Q sont des fonctions de x et dey, 


on aura 
ddF(x, y})=Pddx + Qddy + dPdx + dQdy. 
(8) AE y 
dP — d'P + dYP et dQ—dQ+dQ, 
donc 


ddF(æ , y) = Pdie + Qéy + LT du + PQ dy 
+ (GE + d® ee) pAue, @) 9 
ne [Ye me . 


Comparant identiquement cette dernière équation ayec 
celle (405),ona 
dFP d'Q 


RE rad SEE TE (c) 
is d'Q pe PR 
TT & 


Substituant 


LS & eg 


= 
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: Substituant les valeurs respectives À et B de P et de Q 
données par les deux premières équations du groupe (c} 
dans les trois dernières équations du même groupe, il 
vient 


Z 
ET, HR Lun LE) AtLOb}, 
dx dy dy dx 
‘qui sont les trois équations de condition nécessaires 
pour que la proposée (405) soit susceptible d'une 
première intégration exacte, et lorsque ces trois équa- 
tions (406) auront lieu, on trouvera tout de suite, en 
substituant les valeurs respectives À et B de P et de Q 
dans l'équation (a), que la première intégrale de la 


proposée (405) est 


OV) = Ad + Bdy....(407). 
EXEMPLE. Trouver, si c'est possible, la première in- 
tégrale de la formule différentielle du second ordre 


d'F(x,y)=— 2xy"ddx + PES + 6x°y°dx* 
Era, (@) 


dans AP aucune Re du premier ordre des 
variables n’est considérée comme constante. 


Comparant identiquement la proposée (d) avec 
l'équation (405), on a 


3d 
“uen ee + 4x ydxdy — 


— 2 a. — 2 15 
À ut, B=+, Er ire: H= - 
ee — 3Y , 
et K= 47y —< 5 
+ = 6x°y*, valeur identi Île d 
or, 7 — 0x", valeur identique avec celle èéE. De 


d'B | 
plus, Fm — : , valeur identique ayec celle de MH. 


13 
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Enfin D + _. F = 4x y — #4 valeur identique avec 
celle de K. Donc les trois équations de condition (406) 
étant satisfaites, nous conclurons tout de suite que lin 
tégrale première de la proposée (d) est 


PS 5y 
2x°y"dx + £ dy. 


412. REMARQUE I. Nous avons fait voir à l’art. 55, 
comment on doit opérer pour déterminer si une for- 
mule différentielle de l'ordre m est la différentielle 
exacte d’ane autre formule différentielle de l’ordre 
m— 153; mais cette méthode appliquée à l'équation 


2 . . .3 ’ .  . 
(405) exigerait É A — 6 équations de condition ; au 
2 


lieu que la méthode de l’article précédent n’exige que 
trois de ces équations. Il est vrai qu'au renvoi de l’ar- 
ticle 359 , nous avons démontré que n représentant le 


n(n—1) 


nombre des variables, les équations de con- 


dition exigées par la méthode de Particle 55, pou- 
n—1)(n—2 
vaient être réduites à ( AR ET ) , Ce qui ne 
donnerait dans le cas présent es trois équations de 
condition, comme par la méthode de l’article précé- 
dent. Mais malgré cela, les trois équations (406) sont 
plus commodes que celles qu'il faudrait employer 
suivant ce qui a été dit au renvoi de l’article 359. 


D REMARQUE IT. Le principe démontré à l’ar- 
ticle 57 étant appliqué au cas particulier que nous 
avons examiné à l'article 411, donne tout de suite le 
résultat (407), et généralement ce même principe 
donne subitement la (7 —1})""° intégrale de toute 
fonction différentielle exacte d'un ordre x entre un 
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nombre quelconque de variables, dans laquelle aucune 
différentielle dé variable d’un ordre << n, n’a été con 
sidérée comme constante. C'est ainsi que par le prin— 
cine de l’article 57 , nous avons trouve dans le même 
article , que la formule différentielle du premier ordre 
dont ja formule différentielle du troisième ordre for 
mant le premier membre de l’équation ( f) de l'ar- 
ticle 49 était la différentielle seconde exacte , est 


dx : 
Gydy — a Cette dernière formule est ce que nous 
appelons à présent la seconde intégrale du premier 
membre de l'équation ( f ) de l'article 49: 


414. Soit actuellement considérée dx comme cons- 
tante, ce qui réduit respectivement les formules (405) 
et (b) de l’article (411) à celles 
ddF(x, y) =Bdy+Edx* + Hdy° + Kdxrdy...(408), 
et 


ddF(x, y) = Qdy + ŸE du + F4 


RtEL EC haŸ 
+ + DT de ) Near; 

donc , des cinq équations groupées.en (c) à l'art. {11 
la première disparait, et nous ne pouvons conséquem— 
ment en déduire la valeur de P ; maïs nous tirons cette 
valeur de la troisième équation qui donne 


(a)...d*P=Edx, d'où P—/*Edr+fy+c... (409), 


en représentant par c une constante arbitraire (*). 


(*) Nous ajoutons à l'intégrale partielle de Edx , une fonction de 
la seule Yarable y et une constante arbitraire, parce que par la 
differentiation partielle de l'équation (409) par rapport à la seule 
variable x , la quantité variable fy disparaît, ainsi que la constante A 
ei l’on retrouve l’équation d°P = Edx. 
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Quant aux seconde, quatrième et cinquième équa- 
tions du groupe (c) [art. 411 ], elles restent les mêmes. 
Actuellement nous observerons que le premier terme 
Addzx de la formule (405) n'ayant disparu dans le 
cas présent que par l’évanouissement de ddx , le coeffi- 
cient À est toujours —= P ; ainsi la première équation 
de condition du groupe (406) dévient actuellement 
l'équation de détermination (a), d'où nous avons 
déduit celle (409) ; il ne reste donc plus des trois équa- 
tions de condition (406), que la seconde qui n’éprouve 
aucun changement, et la troisième dans laquelle il 
faudra mettre à la place de A la valeur de P [ équat. 
(/og)] qui lui est égale. Nous avons donc dans le cas 
actuel de dx constante ; les deux équations de con- 
dition 
{ HS tK—= nee CFEdx+fy+c] + A0) 

dy 


qui doivent avoir lieu si la formule (408) a une pre- 
mière intégrale exacte , et alors cette intégrale sera 


dF(x HUE +fy 0 dx + Bdy....(411). 


On trouvera une application de cette méthode dans 
l'exemple de l’article 420. 


415. Considérons à présent les équations différen- 
tielles du second ordre , dans lesquelles dx est toujours 
regardée comme HT et dont conséquemment la 
forme la plus générale est 


Bd:y + Edx° + Hdy* + Kdydx—o..... (412); 
en divisant cette équation par Bdx?, il vientæelle 


de dd 
DE + LHMSS HN So... (413), 
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dans laquelle L, M et N peuvent être des fonctions 
de toutes , ou seulement d’une partie des trois quan- 


d Pers , 
tités x, y, S. Ainsi, représentant pour abrèger les 


trois derniers termes de l'équation (413) par @, ce qui 
donne 


ddy L 
rs rl A (414), 


nous aurions sept cas à considérer , savoir : les trois où 
® n’est fonction que d’une seule des trois quantités 
. L 


dy 


. . \ ; 4 L . 
LT, Y5 7 ensuite les trois où ® se composerait de 


deux de ces quantités; enfin le cas où @ serait fonc- 
tion des trois quantités en question ; mais de ces sept 
cas, nous n’en considérerons que cinq qui sont Îles 
seuls auxquels on puisse appliquer des règles générales 
d'intégration. Quant aux deux autres cas, savoir, celui 
où est fonction de x et de y, et celui où ç estfonction 


è + dy 
des trois quantités x, y, ae nous ne pourrons parler 


des intégrations de plusieurs espèces d'équations qui 
sont dans l’un de ces deux derniers cas, que dans les. 
chapitres suivans. 


PREMIER CAS. 
d Hat d 
o=f(®), d'où =). (415). 


La différentielle dx étant regardée comme constante, 
on peut écrire l'équation (415) sous la forme 


d D) ; a(2 
a} ee hf 2 s:d où ECS GE 


= TZ... (6), 
(3) @) 
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et intégrant , il vient 


en représentant par c une constante arbitraire; ainsi 
l'équation (c) est une intégrale première de la pro- 
posée (415). 
dy 
mn Y dx” 


et substituant à la place de dx facteur sa valeur don- 
née par l'équation (b), on a 


’ 


enfin intégrant , il vient 


dy a(® 


ae — 


Y = ROUE LE or Nu 


+ 


qui est une autre intégrale première de la proposée 
(415). Ainsi l'équation (415) a deux intégrales pre- 
mières qui , en effectuant les intégrations indiquées 
dans les équations (c) et (d), donneront celles 


2 (D +c et y—" D +e; 


à 17° - d . Fr . . . 
d'où éliminant de , il résultera l'équation primitive entre 


æ et y de l'équation différentielle du second ordre (415). 
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ExEMPLE. Intégrer l'équation 
ddy —dx V/dy +de... (ce). 


Divisant par dx*, nous avons @ ou 


12 -/1E) re 


donc l'équation (c) nous donnera 


r=1{9 + VE EN + 1e... CP, 


et l'équation (d) nous donnera celle 


dy\s < 
= EG e fee 
d'où l’on tire 
d — 
= VG— y — 1, 
dy 


et substituant cette valeur de dans l'équation (f), 


dx 


il viendra celle 


sl) -1+y—-c}+c, 
qfi est l'équation primitive de la proposée (e). 


SECOND CAs. 


M 
g=—=fy, d'où D —f RP Cds (416). 


Soit fait 


d'où l'on tire, à cause de dx constante, 


ddx = 0 = addy + dzdy, 
L 
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et par conséquent 


ddy = — + à 


_ 


Substituant cette dernière valeur de ddy, ainsi que 
celle de dx [ équat. (g)] dans l'équation (416), re- 
duisant et multipliant par dy, il vient 


dz 
Cette dernière équation étant intégrée, donne 


1 
02? = ffydy + 0, 


d'où représentant toujours par c la constante arbi- 


traire 2c, on tire 
1 


V'2/fydy +c 


. TX | je « A 
mais Z— 7, On à donc l'équation 
À 4 


: Asus jo ve 


do SL. (D) 
| V'2/fydy + c 

qui est l'intégrale première de la proposée Ge , et 
intégrant cette équation (4) , il vient 


TX — + f-=S — + ci 
V'2/fydy + c 
qui est l'intégrale finale de l'équation (416). 
EXEMPLE. Jntégrer l'équation 
ddy t/(ay) = dx. 4... (2). 


Nous ayons dans cet exemple, 
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d 
donc 2[f f ydy = fes = +4 V2 


et substituant cette valeur dans l'équation (4), il vien 
celle 


4 
ARE ARCS AL EE Se an NI 
Vc+4vy 
ce qui est l'intégrale première de l’équation (2). 
Actuellement pour intégrer l'équation (k), faisons 
Vy=2, d'où y—z2f et dy— 4zdz, 
ce qui transforme l'équation (k) en celle 
z°dz 
et intégrant par le moyen de la formule (153) [art. 222], 
on a 


FREE 


4 
= c'+ VE VTT) (2 — 26); 
enfin, mettant à la place de 2° sa valeur {/y, il vient 
ze + V2 = (y—2)VL+Vy], 
ce qui est me finale de l'équation (x). 


TROISIÉME CAS. 


Li : du 
= fr); d'où . TE —fr....(417). 


Ce cas-là ne présente aucune cifficulté, d’après ce 
qui a été dit à l'article 4og , puisqu'il n'est qu’un ca 
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particulier du général que nous avons traité dans cet 
article.‘ Au reste, on pourrait aisément trouver l’inté- 
grale finale de l’équation (417), en suivant la même 
marche que pour les cas précédens. En effet, la pro- 
posée (417) peut être écrite de la manière suivante : 


An re 
de = fxdxr, 
donc 
C3 NS 
A ffxdx + ec, 
ce qui est l'intégrale première de l’équation (417) ; 
dy 
mais dy — de dE y donc | 
dy = dx ffxdx + cdx, 
et intégrant, il vient 
4 —=fdxffrdx +cx + = xf frdx —frfxdx+cx+-c 


[ form. (404)1, ce qui est l'intégrale finale de la pro- 
posée (417). | 


QUATRIÈME CAS. 


/ 
(re dy Se ddy dy 
e=f(s œ), d'où Ti=f(e, a) RURONE (418). 
Faisant ? 
SPAM DS AY HET 
re COS ..(7/), d'où Re NE 


et substituant ces valeurs dans l'équation (418) , il vient 


dz = dxf(x, 2); 


intégrant cette dernière équation, et prenant daus 
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l'intégrale la valeur de z, on a 


Herr). où dy —=dxF(x, c)......(m), 


ce qui est l'intégrale première de la proposée ; et in- 
tégrant l'équation (m), il vient 


y = JdxF(ri:c) + ee, (a), 
qui est l'intégrale finale de l'équation (418). 


EXEMPLE. Trouver l'équation d'une courbe plane 
rapportée à ses coordonnées rectangulaires x, y, qui 
Jouisse de la propriété d’avoirs Den de ses BESOANES 
moyenne proportionnelle géométrique entre le rayon 
osculateur corr espondant et une constante donnee que, 
pour plus de simplicité , nous supposerons être l'unité. 


D'après l'énoncé de la question , nous aurons , 
abstraction faite du double signe qui précède l’ex- 
pression générale du rayon Nate Céquat. (104), 
art. 172], et qui n’est relatif qu’à la situation con- 
vexe ou concave de la courbe par rapport à l’axe des 
abscisses ; nous aurons, dis-je, l'équation différentielle 
du second ordre 


bi 


d > 

3 à: 

(dy°+dx?)’ LATE ddÿ 54; Xdi* + 1) (o) 
dxddy = , dx “a ——— FRAPPE EX rte .. , 


qui est dans le quatrième cas qué nous avons examiné. 


Faisant 
AyTae 
Z = [ équat. (2)], 
l'équation (a) se transforme en celle 


3 
da &C#+1) dx dz 


mr , doù —— 
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et intégrant cette dernière équation, il vient 


1 te CT=—1 


à 


Ces PR d'où 


V/z +1 VCx* (5; 


d 3 
mettant à la place de z sa valeur Er et faisant le 


dx 


développement sous le radical, on a 


(cx—1) dx 
= dl 
1— C? 


a 
ce qui est la première intégrale de la proposée. 


dy =— 


Va—e 


ep}; 


Pour intégrer cette équation p, soit Fait 


d'où 


| 2Cx | 
dr 'dé).et PRET AARNTETE Cor 


donc a? + 


hr {i— “y? 
et substituant ces valeurs dans l'équation (p}, il vien® 


HÉVOUE 
ne és 


eos] 


enfin intégrant et substituant dans l'intégrale la valeur 


de £ ['équat. (9)],ona 
PT Vx—(cx—:1) — JAPAN pe 


a—c) 
AU corne LV (ox) | Hé... (r), 
Vie 


1— c°? 


dy 


L 
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ce qui est l'équation indéterminément complète dela 
courbe cherchée. 


Pour déterminer les constantes c et c’, et d’abord 
la première c, nous remonterons à l'intégrale pre- 
mière (p) qui nous fait voir que l’angle formé par 
le rayon osculateur avec l’axe des abscisses, ne peut 
être droit, c'est-à-dire que la tangente trigonométrique 


dx , , 
Cri de cet angle ne peut être —, qu’en tant qu'on 


, “ ] . 
aura cx—1—=0, d'où æ—-. Or si nous supposons 
C 


que le point de la courbe où le rayon de courbure est 
perpendiculaire à l'axe des x, se trouve à une distance 
infinie de l’origine de ces abscisses, l'équation pré- 
cédente se reduira à celle 


æ 


ce qui réduit l'équation (r ) à celle 


y—=c—lTx+ Vx— 1 |. 
Actuellement si l’on fait y —0 lorsque x —1 , on aura 
c'= 0; ainsi l'équation précédente se réduira à celle 


SRE — V x — 1}, 
= | Cr vai] 


qui est l'équation de ja courbe demandée. 


y L 


CINQUIÈME CAS. 


e—={(y, æ), où ET CE Pr EOMAC ITR 
Faisant 


LAVER Lis 2200) ud'outartesrdy ss, (s), 
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on aura ddx —'o — dy + dzdy, 
et par conséquent 


ee LE 


(6 ):: 


mais 
ddy=drf(y, :) Céq.(419) et (r) ]=2*dy°f Gr =) Céq. (s)]; 


. donc égalant cette valeur de ddy avec celle donnée 
par l'équation (t}) , il viendra 


= df(s, =); 


intégrant cette dernière équation , et prenant dans 
l'intégrale la valeur de z, on parviendra à une équation: 
de la forme z2—F(y, c),et remettant la valetr 
de z [ équat.(r)], on aura 
dx =" dy#E (y, c}, 

ce qui est la première intégrale de la proposée, et 
cette équation différentielle du premier ordre étant 
séparée, on en déduira aisément l'intégrale finale de la 
proposée (419). 

Nous allons maintenant parler de deux espèces 
d'équations différentielles qui , quoique d’un ordre 
quelconque m, s'intègrent si aisément d’après ce qui a 
été dit dans ce chapitre , que nous croyons ne pas devoir 
différer de nous en occuper. 


416. Soiten premier lieu proposé d'intégrer l'équation 


dy ay 
Han 7 Tee "14 (420). 
Faisons 
er: Se hs a (a), 


dr": 
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ce qui transforme l'équation (420) en celle 
ds. {142 
laquelle étant intégrée, et prenant dans l'intégrale 
la valeur de z en x, donnera une équation de la 


formez=F(zx,c}), et substituant cette valeur de z 
dans l'équation (a), on aura celle 


d'y PÉTENLENS 
dont l'intégration se réduira à une suite m—1 d'mté- 


_ rations A Lol par le moyen de la formule ( 404 ) 
“Cart. 410], ce qui donnera 


"à ° k | 
ET LS: 1 : (1n—2) Cap Gr °) PEN) Eur 


XSxF(x,c) dx +  — APN E (TIC) dec 
ESA (x, c) dx Joan ep l'as am 
NT a. SE. Pate (421). 
EXEMPLE. Intégrer l'équation 
dfy = adx* V/dydx se (b). 


Divisant cette équation par dxf, elle devient 


et faisant 4 — z[ équat. (a)], la proposée (b), ou 


plutôt l'équation (c), se transforme en celle 


FER, = dr, 


V'z 


dont l'intégrale est 


2V/z—=ax+c, d'éù z= se PRO Rte A 
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ainsi puisque nous avons 


m4 aan (r =, 


la formule (421) nous donnera 
Y=— v. fex+c}dz—® fa (ax +c} dæ. 
+2fs (ax+c} dx | + ca cx+c"; 


effectuant les intégrations simples (art.211), et faisant 
toutes les réductions nécessaires , il vient 


x ax 


= TE + E+e ]+ée tester 


qui est ns demandée. 


417. Proposons-nous en second lieu d'intégrer l’équa- 
tion différentielle de l'ordre m 


À 
d'y US dy 
Len JT AO SEE 


m—2 


EYE d 
Soit fait 2 — Tamac-se....(a), 


à dz dy ddz _d”y 
DR eee De EN eee 
Substituant ces valeurs de es et de de PT Léq (a) j 
dans la proposée (422) , on alla Se 
ddz | 
Ta = LEA ARR (b}, 


qui, étant dans le second cas examiné à l’article 

415, pourra être intégrée : ainsi représentant l’in- 

tégrale de l'équation (b}) par z=F(x,c,c), 
substituant 
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substituant cette valeur de z dans l'équation (a), oh 
aura celle 

dy F(x,.c,c)dxrt, 
dont l'intégrale donnée par la formule (404) L'art. 4101, 


sera 
ÿ = > Cars E Cie; dx 


ro D 


— (m—3) x "T4 [xF (x, c, c) dx 
Abe CES MTS RE (c; c, Cd As 


+21 E fa" SE (x je, c') dx] + cam cam 
EL Jui, Hot) ,..,..(423). 
EXEMPLE. Jntégrer l'équation 
di ‘dx°\° 
PS Oo —) FRE To: 
dx d’y 


ddz a. 
dm Ta 
\ dz L'ANCIEN TON 
et à cause que —a] =; l'équation (h) de 


Particle 415 , donnera 
Si ER T PS Le om 
_ VLoe+e]". 


et intégrant , il viendra 


Re Au . 
a z? 4 FN 4 | CIRE 
ON AS EEE d’où = [2]; 
(4: 


donc à cause de m — 4 et de 


Pic VL=2=7, 


| 2. 14 
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l'équation (423) donnera 


PA paies RU Rue / (cx-c' er 


he CL CRCT LE TE Pre (d). 


- Faisant 


cx—c—zu, doù dr = —, 
C 


on trouvera que pour effectuer les intégrations de 
l'équation (d), on na quà intégrer des fractions 
telles que 

du" de "T'utdu udu du 
Vue] Viu—dj' la] * Vaud) 
Or , les première et troisième fractions sont dans S 
troisième cas d'intégration immédiate (art. 213), 

du. 

V—1 Diva ; 
a son intégrale donnée par l'équation (151)[ art. 2201, 
et l'intégrale de la quatrième fraction est donnée par la 
formule (138) [ art. 207 ]. 

Toutes ces intégrations étant effectuées , mettant 
pour u sa valeur cx — c”, et réduisant, on trouvera 


\ y = V SRE D e Lex y (Ê =) fe : 
tot TRE cet 


ce qui est l'intégrale complète demandée. 


seconde fraction mise sous la forme —— 
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CHAPITRE HIT. 


De l'intégration des équations. différentielles 
du second ordre entre deux variables , 
lorsqu’ on fait éprouver a ces équations cer- 
taines modifications exigées par les condi- 
tions des problèmes qui ont donne lieu à de 
pareils calculs , ou que ces modifications 
servent à faciliter les intégrations qui con- 
duisent aux solutions A problèmes en 
question. 


418. Îr arrive souvent que, soit par les conditions 
des problèmes qui ont conduit à des équations diffé- 
rentielles du second wrdre entre deux variables , soit 
pour faciliter les intégrations, on considère comme 
constantes certaines fonctions des différentielles pre- 
mières des deux variables, ou d’une seule de ces diffé- 
rentielles combinée avec les variables primitives ; alors 
différentiant ces fonctions, on égale la différentielle 
à zéro, ce qui établit une équation d’où l’on tire une 
valeur de ddy ou de ddx qui, substituée dans la pro- 
posée , donne l'équation différentielle qu’il faut défini- 
tivement tâcher d'intégrer. 


Quelques exemples éclairciront ceci. 
J°. Proposons-nous d'intégrer l'équation 


dx® VW dy°+-dx° = bdyddy.... .(a). 
14. 


212 INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES 

En considérant la fonction V' dy + dx? comme étant 
constante , ce qui donne 

d V'dy + dx'—o, d'où dyddy,=— dxddr ; 
donc ddy = —— — 


Substituant cette valeur dans la proposée (a), et 
divisant par dx , il vient l'équation 
“ 


dx V/dÿ*+ di —— bddx, 


dont l'intégrale première , vu que le facteur radical est 
constant , est 


œ V'dy+ dx°=—— bdx + c V'dy + (RAS CA (b), 


en représentant par c une constante arbitraire. Chas- 
sant les radicaux de l’équation (b), et prenant la ya- 
leur de dy, il vient 
dxV/b—(x —c} 
= —_————, 


Le C 


dont l'intégrale complète est 


y=bl = V/Cb*—(x-c}°]+0". 


He Fe 
Ile, Cherchons maintenant pe art de l'équation 


xzydyddx+ydydx? pan —xydxd l'y 
J'Y 


dans laquelle on considère comme constante la fonc- 


dr (co), 


MATE : 
tion —— , ce qui donne 
N 4 | 


DES ORDRES SUPÉRIEURS. 213 
2) —0O,ou yxddx - ydx*— xdxdy =c, 


et réduit l'équation (c) à celle 


dxdy ædx d(dy) 
dfy = — sdars 14 TE ARE MERS RAD LE AE | 
D >” Nr 


dont l'intégrale, d’après la considération de égale 


à une quantité constante, est 


fy = ee S< ée He où yfydy—cydy = xdx. 


Ainsi l'intégrale finale de la proposée est 
so pfd— +. 

419. Avant de continuer nos recherches sur les objets 
que nous nous sommes proposé de traiter dans ce cha- 
pitre, nous croyons devoir entrer dans une petite di- 
gression qui nous sera, utile pour la parfaite intelligence 
de ce que nous avons encore à dire sur ces objets, et 


même sur d'autres sujets traités dans le reste de cet 
ouvrage. 


La traduction analytique de l’énoncé d’un problème 
indéterminé du premier genre , étant une équation entre 
deux variables x et y, il est indifférent de déterminer 
les valeurs de y par celles données à x, suivant des diffé- 
rences de variations constantes , ou + faire l'inverse en 
supposant les différences premières de y constantes, et 
déterminant les valeurs de x d’après cette supposition. 
En effet , il est évident que chacun de ces deux pro- 
cédés dbune également à l’une quelconque des deux 
variables, la PAT qui la met dans. sa vraie relation 
avec la valeur donnée arbitrairement à l'autre ve— 
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riable, puisque c’est toujours d’après l'équation qui 
exprime cette relation, que la valeur trouvée pour la 
première de ces variables est déduite de celle donnée à 
l'autre variable. Par exemple, soit proposé de trouver 
quelles doivent être les valeurs correspondantes de y 
et de x, afin de satisfaire à la condition que la première 
de ces deux variables soit moyenne proportionnelle 
entre x et une quantité constante p. Ce problème 
mis en équation , donne 


Y = Vpz......(a 7. 


Faisant successivement 


MD ei TN au DH ure CO le .@ 
OÙ& WEe0,: VD. Von; HAE À 


etles termes correspondans de ces deuxséries satisfont 
toujours à la condition exigée par l'énoncé du problème. 


2 
Mais de l'équation (a) on tire celle x A et faisant 


successivement dans cette dernière équation, 


VE QU Lei n.:#,9ÿ...0c0 } = 
OH IA D ALO be A 9 © “en 
Po tic Ra P 
et de même que ci-dessus, les termes correspondans 
de ces deux séries satisfont toujours à la condition 
exigée par l'énoncé du problème. Mais dans les deux 
séries (b) , les différences premières de x étaient cons- 
tantes, et celles de y étaient variables ; au lieu que 
dans les deux suites (c), ce sont les différences pre- 
mières de y qui sontconstantes, et celles de x qui sont 
variables, Donc il est indifférent pour la solution du 
probleme proposé, de prendre les Ax ou les Ay cons- 
fanies, 


> h 


(c)- 
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Mais suivant la notation du calcul différentiel, les 
variations de la différence d'une variable étant indi- 
quées par la considération que la différentielle de cette 
même variable n’est pas constante, et la constance de la 
différence d’un certain ordre d’une variable étant in- 
diquée par Ja constance de la différentielle du même 
ordre de la variable (art. 39 ët 40), il est clair que 
ce que nous venons de dire pour les différences Ax 
et Ay des variables et y , a également lieu pour les 
differentielles dx et dy des mêmes variables, 

420. De ce que nôus venons de démontrer, il s'ensuit 
évidemment qu'étant donnée une équation différentielle 
d'un ordre supérieur entre deux variables et y, dans 


laquelle la différentielle première de l'uné d'elles, par 


exemple , dx , a été considérée comme constante, on 
pourra transformer l'equation proposée en une autre 


où ce sera la différentielle dy qu'on considérera comme 


constante, et la différentielle dx comme variable, 
sans que cette transformation altère la vraie solution 
du problème qui a donné lieu à l’équation en question. 

Pour opérer une telle transformation, on complet- 


tera la proposée par la méthode enseignée à l'article 52; 
ensuite on la réduira à la transformée demandée, en 


faisant évanouir les termes où se trouvent les différen- 
tielles d’ordres supérieurs de celle des deux variables 

i , dans la proposée, ayait sa différentielle de même 
ordre que l'équation qu'on veut transformer. 

Rendons ceci plus sensible par le calcul d’une sem- 
blable transformation que nous ferons éprouver à une 
équation différentielle d'ordre supérieur, dans l’inten- 
tion de rendre plus aisée l'intégration de cette équation. 


EXEMPLE. Intégrer l'équation 


(= 8x) dyddx + (6— 4x) dydx?—1ydx =o... (a), 


\ 
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dans laquelle la différentielle dy a été considérée 
comme constante. 


L'intégration demandée présentant trop de difficul- 
tés , nous allons transformer l'équation (a) en une autre 
où Ha sera considérée comme constante et dy comme 
variable , dans l'espoir que nous aurons plus de facilité 


à intégrer la transformée. 
L 


Divisant l'équation proposée (a) par dy, il vient 

; ddx dx? dx° 
(x°—3x) Fra + (6—4x) -— dy — 92ÿ side TIRE (b). 
Mais lorsque dy est constante, la seconde équation 
du groupe (51) [ art. 49 | , dans laquelle il faut mettre 


y à d ddx 
y pour x, et réciproquement, nous donne PTS (a), 
donc l'équation (b) deviendra 
(x? — 3x) (@,) + etc. —o..... (c)4 


et mettant actuellement à la place de (g,) sa valeur 
donnée par la seconde équation du groupe (51) en y 
prenant'da: constante, c'est-à-dire , y faisant ddx=o, 
l'équation (c) se changera en celle 


dxddy 
4 


dx? 1: 
(3x — " ad EP 


tk dy° EMA 
qui, multipliée par TE ? donne l'équation 


(3x—2x°) ddy + (6 — 4x) dxdy — 2ydx=0, 


qui est la transformée demandée que nous intégrerons 
sans peine ; car la comparant identiquement avec l’équa- 


tion (408) [art. 414], on a 
B—5x—x, E=—oy, H=o et K—6—4x. 
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y ja tr 
Or, = o, valeur identique avec celle de H ; donc 
© PRE | 
la première équation de condition [ groupe (410)] est 
satisfaite ; et pour qu'aussi la seconde soit satisfaite, 
DUC 2ydx) Hire] 
dy 


il faut que 6 — 4x soit — 


de (3x — 2° 
ne 


G—4r=æ— 2e + DE 0e, 
É: 
d'où = ou dfy—3dy et VS 


Substituant ces valeurs dans l'équation (411)[art.414], 
on & 


0 — —92yxdx + 3ydx + 5xdy — x°dy + cdx....(d), 


qui est la première intégrale de la proposée (a) , et 
qui, intégrée elle-même, donne pour intégrale finale 
de la proposée, 

O= C'— 2°y + 3xy + cx. 

421. Si d’une équation différentielle dans laquelle 
dx ou dy a été supposée constante, on veut passer à 
une autre équation dans laquelle ce soit une fonction 
de ces différentielles qui devienne constante , à la place 
de la simple différentielle dx ou dy de variable qui 
l'était d’abord, alors on complettera l'équation diffé- 
rentielle proposée par la méthode enseignée à l’art. 52, 
en considérant les différentielles de variables comme 
étant variables ; ensuite différentiant la fonction de 
différentielles qu’on veut considérer comme constante, 
on égalera sa différentielle à zéro, et prenant dans 
l'équation résultante la valeur de ddy ou de ddx, on 


la substituera dans l'équation différentielle proposée 
complettée, 
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Par exemple, nous savons intégrer l'équation 


ddy = fydx? [équat. (416), art. 415, 2° cas.], 


dans laquelle dx est constante. Mais si par de nouvelles 
recherches relatives au problème qui a donné lieu à 
cette équation, on veut avoir son intégrale dans l'hy- 
pothèse que 4/(dy*+-dx°) est une quantité constante, 
ce qui donne 
dy(dy°+ dx) =o ou dyddy +dxddx —0 
d'où Ji NIET ou dd AOAMR 2 
dx dy 
alors complettant la proposée comme si dx était va- 
riable , ce qui change cette équation en celle 
dxddy — dyddx = fydx*, 

il n’y aura plus qu'à substituer dans cette dernière 
équation la valeur de ddx ou de ddy trouvée précé- 


demment d’après la condition que V dy°+ dx? est 
constante , ce qui donnera l'équation 
(dx° + dy°) ddy —fydx", 
ou celle (dx°+ dy°) ddx =—fydx'dy, 
qui sont également les transformées demandées. 


7 CHAPITRE IV: 


Intégration des équations linéaires de tous les. 
ordres entre deux ou un plus grand nombre 
de variables. 


422. Ox appelle équation linéaire, celle dans laquelle. 
la différentielle première de l'une des variables étant 
considérée comme constante , toutes les autres variables 
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et leurs différentielles de tous les ordres nese combinent 
jamais par voie de multiplication ou de division, et ne 
sont élevées qu'au premier degré dans tous les termes 
de l'équation. Ainsi représentant par À, B,C.....X 
des fonctions où n'entre pas du tout y, l'équation 
Aydx"+Bdydx"1+Cdyda"?.. +d'y=Xdx"...(424) 
est une équation linéaire de l’ordre n entre deux va- 
riables. | 

M. Lacroix trouve que cette dénomination de Anéaire 
est impropre , parce qu'il considère ce mot « comme 
» relatif à la Géométrie, et qu'en l’appliquant aux 
» équations , on a en vue la ligne droite, dans l’équa- 
» tion de laquelle l’ordonnée (et l’abscisse également } 
» ne se trouvent qu'au premier degré. On ne saurait 
» donc (ajoute ce Géomètre ) regarder comme linéaires 
» des équations telles que dy + Pydx — Qdx qui 
» appartiennent le plus souvent à des courbes trans- 
» cendantes. » (Voyez le renvoi de la page 225 du 
second volume du 7raité intésralde Lacroix). Cepen- 
dant malgré l'opinion de ce savant, il me semble que 
ce que nous appelons , comme l'ont fait beaucoup de 
grands Géomètres , équation linéaire , peut ètre consi- 
déré abstraitement ; et quoique sa dénomination em- 
prunte de la Géométrie un mot relatif aux lignes qui, 
au reste, peuvent être droites, ou courbes , où même 
transcendantes , il ne peut résulter aucune équivoque 
lorsque le calcül ayant pour objet la Géométrie, on 
dira que telle équation linéaire dérive de tel problème 
relatif aux surfaces courbes ou aux volumes ; car ici 
le mot /néaire indique seulement la forme de l'équa- 
tion et non celle de l’objet géométrique auquel elle est 
relative. D'ailleurs pour remplacer ce mot-là, il fau- 
drait, à mon avis, employer une autre dénomination 
que celle dont il faut” se servir suivant l'opinion de 


e 
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M. Lacroix; car dire que l'équation (424) est une 
équation du premier degré de l'ordre n ; me paraît im- 
propre, puisque cette équation est du degré n par rap- 
port à dx, et qu’elle pourrait être d’un degré supé- 
rieur par räpport à æ; il faudrait donc ajouter aux 
mots précédens écrits en lettres italiques, les suivans, 
en en exceptant la variable dont la différentielle pre- 
mière est constante , ce qui serait beaucoup trop long 
lorsque , comme nous le feronssdans la suite, on a 
à indiquer plusieurs fois dans le discours de pareilles 
équations. 

Nous allons maintenant nous occuper d'intégrer les 
équations linéaires de l'ordre n entre deux variables, 
telles que celle (424) , dans laquelle nous n'avons pas 
donné de coellicient à d'y; ce qui peut toujours avoir 
lieu , ou du moins s’obtenir par la division , et rend les 
calculs beaucoup plus simples. 

423. : Soit d'abord considéré le cas où les coefliciens 
A,B,C,D...... sont des quantités constantes, et 
X. une fonction de x. 

Faisant Vice cn sEe(er, 

m représentant une constante indéterminée , et diffe- 
rentiant successivement cette équation jusqu'à l'ordre n, 
on aura les n équations 


dy=e"*dx [m f fxdx+fx] 
ddy — end] m° [fxdx+-2mfx + da) 
d'y = ed | n° ffxdx+-5m ee LE : LE | 


2.049.004... ee © «© se 0 Te. 


d'y" da] m' f'fxdx nm fr +00 1 mr DE 


n (n—1)(n—9) à CIE d= 1] 
TT à PT NE dater ee a) 


DES ORDRES SUPÉRIEURS. 221 


Substituant ces valeurs dans l'équation (424) , et divi- 
sant par e""dx, il viendra 


[A + Bm + Cm°+- Dm....—#m"] dx" f frdx 
+ [B + 2Cm+35Dm....+nm""] fxdx" 


+[C+35Dm....+ À nr) 1) m2] dfxdx"- 
+ [D is + n(r—1)(a—2) ms | ddfxdx"-® 


2,9 
Xdzx"! 

. .—+ d' wre TT ne 
Mais à cause que m est une quantité constante indé- 
terminée, on pourra la prendre de manière que le 
coeflicient de dx"! ffxdx soit —0o, on aura donc 
pour déterminer la valeur de m, l'équation du 
n°" degré 

..—+ Dm°+ Cm°+ Bm+A—=o..... (425), 

et pour déterminer fx, on aura | linéaire de 
l'ordre n — 1 


B'fxdx" + C'dfxdzx"-?+D'd Pod yRré + dr fx 
RAR 
es. QE TYEr …_........ (b) > 


dans laquelle nous ayons fait pour'abréger ; 
B'—B—+2Cm+-3Dm°...+Hnmt 
* n(n—1) mr 


C'=C+3Dm...... + * 
D'—= ie pe SRE 


Faisant maintenant 


fr = em f frdx....... (d), 
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en représentant par (m1) une quantité constante indé- 
terminée, et différentiant successivement l'équation (d) 
* jusqu'à l’ordre 7 — 1, on aura 


dfa = et"9=dx{(m1) f f'xdx+-f x] 
dfr=emdr| (mY [f'xdx+e2(m)f x + =— ee 


dr fret dar| (mn Yff'xdx+(n—1)(m)" fx 


set 2) Sn 4 DE sp qd a fx 


dat? 


Substituant ces valeurs dans l'équation (b) , et divisant 
la résultante par e(dx, il vient 


[B'+C'Gm1)+D'(m}....+ (m1) de f f'xdx 
—- [C'+2D'(m1).. + (2—1) (mi Nha HAT 


Eu is ; je Ce ee Era) —— (mi + |dfadar.. 


SOUPE 
+ dr fax ACEACOTE 


et à cause de (m1 indéterminé, on peut faire éva- 
 mouir dans cette dernière équation le coelficient de 
dx"? f f'xdx, ce qui donne pour déterminer (m1}, 
J’équation 


{m1)"...,.+ D'(m1)°+ C' (m1) 4B'—=0o....(e), 


et pour obtenir f’x , l'équation linéaire de l’ordre (1-2), 


/ 1 of) Scie 
C'f xdx""2+D df'xdax"s...+d" Le pe Q ), 
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dans laquelle nous avons fait, pour abréger, 


C'= C'+ oD'(mi1)... + (n—1(mi)S | 
DD... Us (3) 


etc. 


Faisant encore 


fa em) ff'xdx........(h), 


(ma) représentant une constante indéterminée , et dif- 
férentiant successivement l'équation (h) jusqu’à l'ordre 
n—92,0na 


df'x = e"Xdx [(me) [ f'xdx +f'x] 
dr? ELA x=e("27] ae RUE JF xdx +(n-2)(mo)" fx 
dd”: —3 


Substituant ces valeurs dans l'équation (f}), et divi- 
sant par e(#}%dx,ona * 


CC'+ D'(m2)...+(me)"]dars [f'xdx 
+CD"....+4(n—2)(m2)"#]f'xdars. . .+Ldrsf"x 
CAE 


em ni)FQm2)fe » 


et à cause que la quantité constante (m2) est indé- 
terminée, faisant le coefficient de dx" ff'xdx=o, 
on aura pour déterminer (m2) , l'équation 


(ma) 3....+ D'(m2) + C'=o.....(i), 


‘t pour trouver fx, l'équation linéaire du (n—3 ième 
urdre 


Xdx"-3 
M LU 1 nes DEN mn 
D 3 À xdx di Ve +-d st T = AUS CNE on Cr (k); 2 
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dans laquelle 
D'—D".....+(n—2) RER 
etc. 


SAR CTE 


Enfin , continuant d'opérer de même, on parviendra à 
ce que faisant 
—2)  — L[n(n— 22; DV | 

OT NT = RER DE EPA (m), 

il résultera l'équation 
X 
11 ME RE NES \ k 

fe 1) = bn + Gn) + (m2) FnG= D: en Ca): 

Nous allons maintenant démontrer que les racines 
(m1), (m2)...[m(n—2)]des équations (e) ,(z).. 
ne sont que les différences , de deux à deux , de SE 
cune des racines de l'équation (425) , en partant de 
Ja seconde racine, à celle qui la précède. En effet, mul- 
tipliant l'équation (e) par (m1), et ajoutant au produit 
l'équation (425) , on a 
Ç(nu)"....+ D’ (m1)$+ C'(m1)°+B'(m1) +m'...…. 

+ Dm+ Cm°+ Bm+A—o; 

et substituant à la place des coefficiens B', C’, D’..... 
leurs valeurs données par les équations du groupe (c), 
il vient 


[mn (m1) À —— £ de 1) Ft: (ILE)?,..8 +" | 


JD Cros Be Gm1) 8m GE Cm) 
+ C[m°+om(m1)+4(m1)"]+4B[m4-(m1) |+A=0o. 
Mais faisant attention que chaque série renfermée entre 
des crochets , est le développement d’une puissance 
entière et positive de m + (m1), on en conclur: 
aisément que l'équation précédente se réduit à celle 
Em+Gmi)l 4 D (mm) Cm (m)} 


+ Bfm+(mi)]+A=o. a 
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Or, cette dernière équation est du même degré etfa les 
mêmes coefficiens que celle (425) ; donc si l'une des n 
racines de l’équation (425) est m, l’une de ses n — 1 
autres racines que je représente par m’,sera==m(mi}, 
ce qui donne (m1) —m'— m ; et généralement repré- 
sentant parm, m,m'...m(1), les nracines de l’cqua- 
tion (425), et par (m1), (m1), (m1)"...(m1)2 
les n — 1 racines de l'équation (e) , il est clair, d'apres 
ce que nous venons de démontrer pour la première 
racine (m1) de l'équation {e), qu'on aura 


(nu) =°m — m ) 
(mi) = m'— m 
nu) = m'— m 22.4 « (0) 


re 


(m)e—2Y — mi) m 


Maintenant multipliant l'équation (:) par (m2), et 
ajoutant au produit l'équation (e) , il vient 


(m2) 1....+4 D" (mo) + C' (mo) + (mit 
PSS MANOPNE EE Uie à 
et substituant les valeurs des coefliciens C”, D",.,.. 
groupées en (g) , ensuite indiquant les puissances du 


binome (m1)+-(m2) au lieu de mettre les dévelop- 
pemens de ces puissances , on aura 


—  [fmi) + (m2) ]"....4 D'T(mi) + (mo2)} 

+ C'[(mi)+ (m2) ]+B'—= 0. 
Or, cette équation est du même degré et a les mêmes 
coefliciens que celle (e); donc (m1) étant l’une des 
n— 1 autres racines de l'équation (e), nécessaire 
ment on aura 


Gm) =(m1) + (mo), d'où (m2) =(mi)— (m1); 


et généralement (m1), (m1), (Gr)... .(m1)32Y étant 
De 15 
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les n — 1 racines de l'équation (e) , et (m2), (m2), 
(m2)"... (m2) étant les n— 2 racines de l’équa- 
tion (2), on aura 


(m2) = (m1) — (m1), (m2) = (m1)"— (mi). 
(na)0-D' = (m1) — (mi). 


Enfin substituant dans ces équations les valeurs de 
fn), (mŸS EE groupées en (0), il viendra 


(m2) = MOV m 


On démontrerait de même par le moyen de l'équa- 
tion {2) et de celle analogue du (n— 3)" degré qui 
la suit, et que nous n'avons pas considérée particuliè- 
rement , que représentant par (m3), (m5)"...(m3)®) 
les n — 3 racines de cette dernière équation, on aurait . 


(m3}=(m2)— (m2) (m5) 9"= (ma) 9" — (m2), 
et substituant dans ces dernières égalités les valeurs de 
(m2), (m2)... (m2)(3) groupées en (p)., on aurait 
{(m3)=m"— m" (m3) = mem")... (q). 
Enfin, la continuation d’un pareil calcul conduirait en 
dernier lieu à l’équation 
Cm(a—1)]|=me y me)... (r). 

Donc généralement, prenant seulement la première 


équation de chacun des groupes (0), (p), (g)...., 
et enfin l'équation (r), on aura 
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m = 71 
(mi) = I — M 
4 
2) = m — m 
(a) w fl , CS) 
(m3) = m—m 


Cm (n—1)] = me mETY 
Or, si l’on ajoute toutes ces équations et qu'on mul- 
tiplie les deux membres de la somme par x, on aura 
{m+-(m1)+(m2)+(n3):..4+ {mai PP 


et par conséquent l'équation (x) se réduira à celle 


ÉCP? = GT, der LR dE à (Pr 


Rappelant ici l'équation (a), et mettant dans celles 
(d) , (h)....les valeurs de (m1), (m2).... groupées 
en (s), on aura la suite d'équations 
per (for st fo Ur PEUR, 
rase FA En DRE DR T T-cu qua er PRAIRE. v 
are Len Ÿ 
fo er ne FN xd 


Gun) KXa—2) Xdx 
== de 4 a CE [équat. (4)]. 


Donc par des substitutions successives dans ces équa- 
tions ; de plus , ajoutant une constante arbitraire à 
chaque intégrale , et représentant ces constantes par 
| TA ANT 2 on aura 


Y— emef J' TT | otre: à Cat RiMont: CHR 
NC One: m2) rx = Xdx + cf eGn—m)z Jr 


Ci) 2 


fn fer ED ego ec femme. 
fr eg... Let) fete =m)sq 


+ y}... HER. CHAR. VS Te Se ; 
19% 
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ou, tant que l'équation (425), que dorénavant nous 
appellerons l'auxiliaire , aura toutes ses racines inégales, 


Y = ME fn) de fem El feed, ei. 
3 fer mQr— m2) Te Jr PS Xdx ot-iY eme 
ù 4 1 à ES 


Hey en e,, Lcents po enr Loenr. (427); 


en représentant respectivement par c(1", cG2)...cf, 


c les combinaisons de c, c’......ct—2Y, çG=1)" dans 
l'état primitif où se trouvent ces constantes arbitraires 
ayant les développemens des intégrales multiples affec- 
tées de constantes arbitraires, avec les racines m, 
m', m'...de l’auxiliaire, après ces développemens qui 
ne présentent aucune difliculté ; car, par exemple, 


ce letr-m)z y Goma ee 1er 0dr 


. € er nee fe Em) eCrur—-mi)z c 
fe mm" Tom 


C 


n-m)z ]. Cn-m)z j x — 
Je di ES (m°-m")(m"-m") 


fi 
ss C mm )z 
el ) 5 


 Gn"—m")(m"—m) (m"—1m) 


— feCmw—m)z d TL 


et effectuant la multiplication par e"* qui n'est qu’in- 
diquée* dans la formule (426), on a, relativement à 
l'intégrale multiple que nous avons prise pour exemple, 
et-qui n’est que triple afin de fixer les idées, la quantité 
, c 
(m"—m")Gn"—m)(ni"—m) 
Afin d'appliquer la formule (427) , proposons-nous 
premièrement d'intégrer l'équation linéaire du troi- 
. sième ordre 


Gpydx— 7p°dydx"+ d'y = xd... (u). 


Comparant identiquement cette équation avec la 


CEA 


c'''e""t en faisant c” — 
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générale (424), on a 
n—3, A=6p, B——"7p, C—o et X—a, 
Substituant ces valeurs’ dans l’auxiliaire générale (425), 
on a pour l'équation (u) , celle 
m° — 7p°m + 6p°—=0, 


dont les trois racines sont m——3p, m'—2p, m'=p. 
Ainsi l'équation (427) donnera 


Ê 


J—=e PE fer dx fe Prdr 
+ c'ePT LH ce PT... va 
a dx | rs 
Or ? = e?= dm (; 
donc 


As x°dx sh 
feras [EE nr qe +E+Z 


dx 


5pz —pz RAA LEE EE . 
et fe”7dx fe def. ns = + LE LNT" 


c'e?= 


substituant cette valeur dans l'équation (v) ,ona 


—— 0 2 ESA u pz 2pz, Si 
=: HT a + c'e? c'e PT4ce 


ce qui est l'intégrale complète de la proposée (u). 


Proposons-nous pour second FRERE) l'équation du 
second ordre 


dy + pdydx — 6p'ydx* — adx?.,....(x); 


comparant identiquement cette équation ayec celle 


(*) Voyez pour cette intégration et les suivantes, la formule 
(214) [art. 266]. 


Le 2 
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(424), on a 
eme ps BE pi nr ét La 
donc l'auxiliaire de la proposée (x) est 
m° + pm— 6p° —=0 Ç form. (425) ] , 


dont les deux racines sont m=— 92p et m— — 3p; 
ainsi l'équation (427) donnera 


a? dx 
= rs ferax [SE + c'e Pr cerr....,.(y). 


a*dx RE (ae?) 
Mais (= ftae P) dr BD 
a*dx (ae—*P)s | 


—5pr nes RER SAT Sa LP NC ET 
CHE ax f ee (Ja+-3p)(la—2p} 


et substituant cette valeur dans l'équation (y), ïl 
vient pour intégrale ‘complète de la proposée (x), 
ae À 

. a + 4 Spe L 2pe 

——%> © “+ c'e ce 

Ga %p) (la—2p) 

424. Proposons-nous actuellement de développer la 

formule (426) en une suite de termes qui ne ren- 
ferment chacun qu’une intégrale simple; et pour fixer 
les idées, faisons 71—=4. 

On a par les règles ordinaires du calcul différentiel, 
CRD "X dx Tone dE X dx 
nm mn TTÉ eve ex 

CR ES 
PEAU URSS DE 
mm 


donc faisant attention que le dernier terme de cette 


équati t 3 ut il à a, € enant 
équation est = —;——; il viendr n Lbrenan 
q m'—imn e""z? P 
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la valeur du premier terme du second ,;membre de 
l'équation (a) , et intégrant, 

Xdx et”) PXdx . 


m#x 
e 


je Sir en" m'—m 


1 Xdx 

mr PT 

Xd 

donc À Lord of: € Je d x LS 
1 Xdx 1 
m"— M" fe de f sit m"—m" 
Xdx 
x fetr'=m> dx IE niet ae (c). 


Mais les valeurs des doubles intégrales qui sont dans 
chacun des deux termes du second membre de l’équaz 
tion (c), sont directement données par l'équation (b) 
en accentuant convenablement m ; donc par les substi- 
tutions de ces valeurs dans l'équation (c) , on aura 


Xdx 


W. 
e" ba 


fecr-medx fe EdE 

etr—m)z Xdx en} Xdx 

Gr) PE Gr nr) ) es 
de 1 Xdx. 


(m*—m')(m'—m)) e"* ? è 


X dx 


env 


__ (ntm)z ]x 
MC = ee fe 


Xdx 

ee —— Çni—m)z 
(m' ST (m' "—m) Je dx ev'z 
1 X dx 

ne — © feçr/—m)z 
 Gn“—m)(m'—m") Je dx 


donc 
fem/-n} dx NA nn x fer dr 


/ e 
e" æ 
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Développant, par le moyen de la formule (b), em 
intégrales simples les doubles intégrales qui se trouvent 
dans chacun des trois termes du second membre de 
cette équation , substituant et faisant attention que 


1 : 1 
1 1 


(nn )(m' nm) (mm) — (m-m”)(m-n)(m-n)? 
on aura 


fem er fénnedr feorennegr (RE 
e 
{nu—m)# NEA 
eer/—m)z Xdx 
HECMTADE Xdx . 

+ (m'— mm) (m'— m') (m'—m) e"” z 
#: 1 Xdzx (d). 
(m— 1m) (m—m") (nm—m)) em 


Mais cette intégrale est encore incomplète, et nous 

allons la compléter, en observant que si à l'intégrale 
Xdr . . / es le 44 

f cvs On ajoute une constante indéterminée c’”, cette 

constante devra être multipliée par la triple intégrale 

FE me PARLER RE NE red re SEAT vi 


eCn7-m/)z 
Œnmgn/} ds ° 
fe ec dx ae 77 11 2 
M mm 
eCnr=n/)z y 


Us om NL À 


1 etnr—-m/)z 


À nm") =)? 
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et par conséquent , 
cendre fem) de fee 
TR de 


c'''eGn/—m)z 


1 


__— 
_ —— 


a SR (e) 

(m'"—m")(m" m') (m” m) ( ) 

UN ET 4 Le DCE 
Mais à l'intégrale de fe""rdx | = il faut 


encore ajouter une constante indéterminée c”, qui par 
conséquent devra être multipliée par 


etr"-m/)= 
fe dr fe TEE (men à K ———7 
TL —171t 
eCnt-m)z etr'—m)z 
Nr Mm'—m RES (m"—m") (m"'—m) » 


ainsi il faudra encore ajouter à l'intégrale (d) la quantité 


AGDE 


De même devant encore ajouter à l'intégrale 
Xdzx 


enŸz 


c'etm/-m)z 


(nm) (m'=m) "" 


dede fec-mzdr 


une constante indéterminée c’, il faudra ajouter à l'in- 
tégrale (d), la quantité 
1 ,Ç(m/—m)z 
Ai Ce 
c' fe Z=————,.....(p). 
Je ARE à (8) 

Enfin, on complettera entièrement l'intégrale (d) , en 
ajoutant encore la constante indéterminée c qui est 
relative à l'intégrale finale. Cela posé , ajoutant à 
l'intégrale (d) les quantités (e), (f), (g) et la cons- 
tante c; ensuite faisant attention que tout ce qui en 
résultera doit être multiplié par e"* pour avoir la 
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valeur de y [ équat. (426)], on aura 


envz Xdx 
D ER PORN VENT 10 TÉL À CHIENS (5e eve + cC “a 
(n/—m")(m"—m)(n"—m) 


Eee Xdx ; 
Fu (m"=m"")(m"—= 7m) (mm) \) es sr 


Ho 5) (7 +) 
a (m— m7) en (EE + +c). 


Donc, généralement, faisant pour abréger, 
B=(m—m)(m—m")...:[m—me)] 
LB —=(m—m)(n—m")....[m— my] 


m'"\ 


B"—=(m"—m)(m"—m)....[m'—mt)7 (428), 
BON nn Em mn [mr na 
on aura 


ÿ — 


enr [c+ fe-"rXdx] e"T[e + fe "rX dx] 
Re re he 
ie LE c" + . Ce Xdx] 


HET? 1} m1)" 
Te if PE IL fe m £ Xdx 
“+ ARR (429). 


425. LEMME. Des équations (272) et (74) [art.309 ], 
on déduit aisément celles 
AS bT ge N(sin br —cos bx 
Eos qe PEN = y cos bx X 1q sin bx 450). 
Or, 
d[X/q*dx sin bx]|—dX fqj"dx sin bx4Xq"dx sin 4 


d’où 


S'Xg"dx sin bx=X fq*dx sin bx — fdX /q*dx sin bx, 
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et substituant la valeur de /g*dx sin bx[1"* eq. (430) ], 


il vient 


[Xg“dx sin bx — FÉES (sin bxlq—b cos bx) X 
ro fes g“dx sin bx 
—- > [ g“dx cos bx..... (a). 
On trouvera de même, 
S'Xg*dx cos bx — RAS a ÿ (cos bxlq + b sin bx) X 
= —. IE LE g*dx cos bx 
— FT “ q dx SIN DE, MS. (b) 


Substituant successivement dans ces formules (a) 
NS té dx i ŒX , d'X : EX. 
et (D) les quantités A et 5 a € 
ŒX dX 


LS et TA etc. , à la place de celles X et 
dX 


—— , On aura une suite d'équations qui donneront 
dx: 


successivement les valeurs de 


dX r { sin bx 
dx ik cos bx° 
dX 2 sin br Pi: 
EE T { , etc.; et par des substitutions suc- 
dx cos bx 

NE sin bx 
cessives jusqu'aux valeurs de f X “dr { 

JA S'Xq cos bx 


nées par les équations (a) et (b), on aura celles 


; don- 
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27. fsin bx  q° Fsin bxlq—b cos bx 
TESTÉ ee bx mm Es bxlq + b sin “A ” 
ET Ye L Mr 3 
Gia+ n°—b? dX nn” ÉERA) 


—— 


m dt m° dx? m> 
Se Qi bxlq + b sin à 
& sin bxlq — b cos bx 
dX on dX  5n°—b EX . 
PS + Ts ete.) (431), 
dans lesquelles nous avons fait pour abréger, 
{mb 4(lq) et : ns lg hs. (o) 


Faisant 
g—eT*, d'où lg =—a et (4) a, 
les équations (c) deviennent 
m—@+b et n——a: 


substituant ces valeurs dans les équations (431), il 
vient celles 


SN LOST eT%æ fa sin bx + b cos bx 
Jr dx} cosbx  . a+? free bx— b sin Let 
a. dX db dX 
x (x Tab de (GER de 
a(a—5b) EX 
TEE) a S+et.) 
7 be  fb sin bx — à cos a 
mia cos bx + a sin bx 
LEA 24 dx 3a°—b? d’'X 
PANIE Din dis Lab du 


3 


+ete.)..(485), 


dont nous verrons tout à l'heure l'utilité. 


426. Nous n'avons considéré dans ce qui précède, 
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l'équation linéaire (424), que dans le cas où toutes les ra- 
cines de son auxiliaire (425) sont réelles; mais cette équa- 
tion (425) peut avoir des racines imaginaires, et à cause 
que celles-ci se trouvent toujours de deux à deux, nous 
ne chercherons à connaître que ce que deviennent deux 
des termes de la formule (429), qui sont chacun affec- 
tés de l’une des deux racines imaginaires conjuguées en 
question ; et afin de présenter d'une manière claire l’en- 
semble dé ce calcul, nous supposerons que l'équation 
proposée étant d’un ordre quelconque n , on a 


m—=at+by—1 et m—a—by/—1, 


et nous représenterons par la seule lettre Q les térmes 
suivans affectés des racines réelles n°, m'” 
Lt 


Substituant les valeurs de m et de m”’ dans les équa- 
tions du groupe (428), il est clair que Îles valeurs 
de 8 et de 8’, respectivement affectées des facteurs 
m—m = 92bV/—1 et m—m——0bf/—1, pour- 
ront être imaginaires , et alors elles seront réductibles 
aux formes 


BEM Nr ét PM SON. ta) 


(voy. mon Aloèbre, pag. 295, et mes Mélanges ma- 
thématiques , pag. 27 et suivantes). Mais les valeurs de 
G”, B”"..... resteront toujours réelles ; car si l’on re- 
présente par q celle des racines réelles m”,m"”..... , qui 
se trouve dans tous les facteurs binomes de la valeur de 
l'une des quantités 8", 8".....,il est clair que cette 
valeur sera affectée des deux seuls facteurs imagi- 
naires q — @—b \/——1 et g —a+by/—1, dont le 
produit est la quantité réelle (g—a)+ b°; donc Q 
sera une quantité réelle, et l'équation (429) prendra 
la forme 
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ezebtV —1 Le + ferzetV1X dx] 


HER M+N y/—:1 
ere be il CE fe azebV IX dx] 
CR + Q..... 


ou , réduisant au même dénominateur les deux pre- 
miers termes du second membre de cette équation (b), 
faisant attention que eV — cos bx E/—1 sin bx, 
et représentant respectivement par 2c et 2c/ les cons- 
tantes indéterminées c + c’ et (c—c") VW—1, on aura, 
toutes multiplications et réductions faites, 


gs { (M cos bx+N sin br)(c +fe 7 X cos bxdx) 

ag (M sin bx—Ncos bx)(c'+ fe X sin bxdx) 

ma M°+ N2 

es Le A ET 
Or , nous avons trouvé dans l’article précédent, les 
valeurs des termes intégraux de cette formule (433) 
[équat. (432) ]; donc l'intégration de toute équation 
différentielle linéaire, dont l’auxiliaire a des racines 
imaginaires, n'offre plus aucune difficulté. 


427. Il pourrait se faire que les deux termes de la 
formule (429) que nous supposions dans l’article pré- 
cédent être affectée d'exposansimaginaires m=a+-by/-1 
et m'—a— by/—1, eussent leurs dénominateurs res- 
pectifs 8 et £' réels; ce qui, conséquemment , rendrait 
ces deux dénominateurs égaux : il faudrait, dans ce 
cas-là, faire M — au dénominateur commun à ces 
deux termes, et faire No , et alors la formule (433) 
donnerait de même l'intégrale demandée. Par exemple, 
l'équation 

dy — 5dydx + 7dydx? — 5ydx = xdx 
a pour auxiliaire 
M$ — 5m m5 =o, 
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dont les trois racines sont m—14-24/-1,m—1—094/- 1 
etm"= 1; donc 
E={(m-m)(m—-m")=—8, B—(m' —m)(m—m)——8 
et L'=(m—m(m—m)—=s4; 
ainsi, faisant M —— 8, N —0o, et divisant hant et 
bas par M ——8 , la formule (433) donuera celle 


Yÿ —=— — [cos 2x (c+ fer *x*dx cos 2x) 
+ sin 2x ( c’ + fe"x*dx sin 2x) | 
LC + fra»), 


dans laquelle il n’y a plus qu'à substituer les valeurs 
des deux intégrales fe*x*dx tn S® données par les 
formules (432), et celle de l'intégrale fe*x*dx donnée 
par la formule (213) [art. 265 |. : s 

428. De notre formule (433), nous déduirons aisé- 
ment l'intégrale de l'équation linéaire du second ordre 

ddy + Bdydx + Aydx®= Xdx*......(454), 

lorsque les deux racines m, m’ de son auxiliaire sont 
imaginaires. En effet, puisque m— a+4b /— 1 et 
m=a—b;/— 1, on aura 

m—mzo2by/—1 et m—m——2by—1, 


donc M—o, N—2b et M°-+ N°—4p?. 


Substituant ces valeurs dans l’équation (433 ) dont 
nous supprimerons Q qui est nul lorsque l’ordre de 
l'équation ne dépasse pas 2 , nous aurons 


D 'E . [sin bx (c + fe cos bxXdx) 


+ cos bx (c'— fe—15 sin bxXdx)]..:..(435), 
ce qui est l'intégrale complète de l'équation (434). 


? 
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EXEMPLE. Intégrer l'équation linéaire du second 
ordre 


ddy + 2dydx + 2ydx? — xdx?.,.....(a). 


Donc A—2,B—2,X—x, ce qui donne l'équation 
auxiliaire 

m? + om+e2—o, 
d'où m——1<+4/—1 et m——1—ÿ—1; 


donc aA—=— 1% etWb — 1. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (431)[*],ona 


sinx  e*[x sin xx cos x + Cos & 
fe*xdx { = — le + à 
cos æ 2 L_X COS & + x sin x — sin x 
et enfin substituant dans l'équation (435) ces valeurs 
intégrales, ainsi que celle de a et de b, ona sstoutes 
en faites , 


c sin æ + c’ cos x 
eT 


V—= ep (x—1)....(). 


ce qui est l'intégrale complète de la proposée (a). 


429. Nous ne devons pas oublier de mentionner le 
cas où, dans l’équation (454) , on aurait Bo; car 
le she problème des trois corps, l'un ‘des “Plus 
intéressans de la physique céleste, se réduit à l'inté- 
gration d’une équation de la forme 


ddy + Aydx® = Xdax*. .…… .(456). 


Or, il est évident que l’auxiliaire de’ cette équation 
étant m4 A—o, d'où m=VyAyY-1etm——yAY-1, 


[*] Puisque a — —1, on a e-2* — er : ainsi les valeurs des 
termes intégraux de l’équation (435), appartiennent, dans cet 
exemple, à la formule (431), en y faisant g =e, d'où {9 æ1. 


On 
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en aura a— 0 et b— /A; donc l'équation (434) se 
reduira à celle 


sin (xÿ/A) [c+ fXdx cos (xV/A)]Y 
s(xÿA) Ce — f'Xdx sin (xy/A) pie 
y = Loos yA)C EA VAT x. 


qui est l'intégrale complète de l'équation (436) du 
problème des trois corps. TL 


430. Si toutes les racines m,m", m".... de l'auxi- 


liaire (425) sont égales entre elles, c'est-à-dire, si l'on 
a à intégrer une équation de la forme 


p'ydx"— np" dydx" "+ rs à piatdydx"T 
7 AE Aa p"dydx". | .+d'y=Xdx" at (438); 


dont l’auxiliaire est (m—p}"— 0 ; alors tous les déno- 
minateurs 8 , &’, B"....8(11) de la formule (429) étant 
nuls, cette dernière formule ne pourra servir pour 
avoir l'intégrale demandée. Maïs en remontant à la 
formule (426), celle-ci donnera immédiatement pour 
intégrale de l'équation proposée (438), 


y= e*T fdxfdxfdx.. 1 +c fdxfdx...fde 


ePz 


+ c'fdx...fdx...+ cm2) [dr He, 


qui , évidemment , est le développement par intégra- 
tions répétées de 


Y = er [. = ss (a) [équat. (403) » art. 499 J; 


en se réservant d'ajouter les constantes c, c’...cY, 
à mesure qu'on développe le terme-intégral de l’équa- 


2. 16 
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tion (a). Mais nous avons dans l'équation (404) 
£ art. 410 ], le développement complet et général en 
intégrales séparées , des quantités de la forme de l’inté- 
grale n“Ple de l'équation (a) ; donc mettant dans cette. 


formule (404), - à la place de @x, nous aurons 


-aheait-MCacise 1e es TE (nt) Rs 
ETC ePz eP= 


HG) 3 Î x°Xdx ‘rt 1Èe= 
TE MG PP ETES ——— ,.... 


er ep 


mL CAT CAN Ca, PTT .. (439), 


ce qui est l'intégrale complète de l'équation (438). 

Si l'équation linéaire de l’ordre n n’a qu’une partie 
de ses racines égales, il est clair qu’on devra tou- . 
jours avoir recours à l'équation (426), qu'on déve- 
loppera ensuite convenablement. 

Par exemple , soit proposé d'intégrer l'équation 
linéaire 

d'y —8d'ydx + 25d°ydx*— 28dydx? 
+ isydzt = xdxf......(b). 

On a A—19, B——98, C—23,D——8 et 

X = x; donc l’auxiliaire est 
mn — 8m + 25m°— 28m+12—0, 

qui a pour racinesm—2,m—2,m —1 et m'—53. 


! 


Substituant ces valeurs dans l’équation (426), on a 


xdx 


y ns C fc dxfe=dxfe e*dx pe" 
+ cfdrfe “drfe"dx + c'fdxfe-*de + c'fdrtc"1, 
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et développant, il vient 


Ÿÿ = = + 7 + cet c'e + c'xet Loclez, 
qui est l'intégrale complète de l'équation (b). 
431. Considérons maintenant l'équation linéaire de 
l'ordre x 
Aydzx"+Bdydx"+Cdydr". à + d'y=Xdzx" 
[équat. (424)], dans le cas où les coefficiens A, 


B ,C... sont constans et X — 0; ce qui réduit l’équa= 
tion précédente à célle 


Aydx"+Bdydx"+Cd?ydx"?...4d'y=0.., (440), 


dont l'intégrale complète se déduit immédiatement de 
celle (427) qui, à cause de X — 0, se réduit tout de 


suite à l'équation 
y—=ce"*+ d'evstc'en#.., oi en Ve (44) 
432. Si l’auxiliaire de l'équation (440) a des racines 
imaginaires ; par exemple, si m—a+b4/—1 et 
m—=a— b4/—1, alors l'intégrale (441) devient 
J= ef (celÉV IE c'e be 1) L c'em"rL etc. 
Mais er — cos bx Æ ÿ/— 1 sin bz ; 


donc 


y = et (c++ c’) cos bx + (c—c") y/—1 sin bx)] 


+ c'em"rh etc., Ÿ 


ou représentant respectivement par c et c’ les cons- 
tantes arbitraires cc et (c—c)V/—1, on 
aura 


y =ez(c cosbx +- c'sin bx) + c'e"? etc......(a). 
| CR 
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EXEMPLE. Intégrer l'équation du cinquième ordre. 


dy—iodtydx+-62d/ydx—172d°ydx"+256dydxt 
—160ydx — 0......(b). 


L’auxiliaire de cette équation est 


m5— 19mt+ 62m°— 172m°+ 256m—160—0 ; 


dont les racines sont m—92+40{/-1, m—92—94/-1, 
m'—3+4y/—1,m"—5—4—1 et m"—2; donc 
faisant successivement a —2,b—2 et a—3,b=1, 
la formule (a) donnera l'équation 


y—=e"[(ccos2x+-c'sin 2x)+e(c'cosx+-csinx)+c"] 
qui est l'intégrale complète de l'équation (b). 

433. Lorsque l’auxiliaire de l’équation qu’on veut 
intégrer a des racines égales, il est évident qu'on ne 


peut se servir immédiatement de la formule (429), en 


y faisant , comme cela doit être, X —0, parce qu’alors 
c’ ; 


les constantes - .. en même nombre que celui 


LE: 
des racines égales , et que nous avons respectivement 
représentées par c,c’....(art. 431), seraient des quan- 
tités infinies ; il faut donc alors recourir à la formule 
(426), en faisant convenablement le développement de 
chacun des facteurs des constantes c, c’.... Mais si 
toutes les racines de l’auxiliaire sont égales entre elles, 
c’est-à-dire, si l'équation proposée est de laforme 


n(n—1) PO TENUE 
Fr P'SMMMMRERT EU, EC ANT, CES), 


» 


alors l'équation (426), dans laquelle il faut faire 
Xdx ! . A] 
ie —— 0, se réduisant à celle 
e 


Qi) 2 
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De D pres ..—+ c'{dxfdx....… 
Let) fdx Œ RE]; 
on en ne tout de suite que l'intégrale de l’équa- 


tion (442) est 
ya PE LOT" CUS LCL TR on 
Er A7 + x Ho)... ...(443). 
EXEMPLE I. Jntégrer l'équation 
d'y — 14d°ydx + 64dydx?— 96ydx?— 0. 
L'’auxiliaire de cette équation est 
mm — 14m = 64m — 96 —0, 
qui a pour racines m—6, m —4 et m'—4; done 


ne prenant dans l'équation (426) que les termes affec- 
tés des constantes arbitraires, il vient 


= ere fe **dx fdx + c'fe*dx + el. 


Or, * premier terme entre crochets est — cfe**xdx 


re . e7%(x+ 1) [form. (213), art. 265 |, etle second 


L 
C ° 
terme est ——— "#7; donc représentant respective- 


17 ’ « € 
ment par c et c’ les constantes indéterminées — pi 


(c+ 2c°) 


et =" NS Le aura pour intégrale complète de 
la proposée 
y = eTcx + c++ c'e]. 
EXEMPLE II. Intégrer l'équation 


dty—8d°ydx+26d°ydx? —_4L8dydx + 45ydxt— O e). 


(*) Je n’ai donné ce second exemple, qu’afin de rendre plus sen. 
sible l’atilité de notre théorie, pour intégrer DD ec 1 certaines 
équations qu’on aurait beaucoup de peine à intégrer suivant l’ar> 

éienne théorie. 
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L'auxiliaire de cette équation est | d 
mi— 8m°+ 26m° — 48m + 45 —=0, 
dont les quatre racines sont m — 3, m — 3, 


m'—it+oy—i1, m'—æ1—-924/— 1: "dônc ne 
prenant dans la formule (426), dans laquelle X—0, 
que les termes affectés de constantes arbitraires c, 
NRC , On aura K 7% 


Y—=EE Lofdx fe Corde feed 
+ c'dx fer U-vi)idr + c'fdx+ ET, 
et développant, en représentant toujours par c et ç” 
les combinaisons de ces constantes arbitraires dans leur 
état primitif avec des quantités constantes réelles ou 
imaginaires, on à 
= Er Lee TR c'e] er (c'e ec”). 

Mais FX VI cos 2% sin 2x V—1; 
donc représentant respectivement par c et c’ les quan- 


tités cH+c et (e—c) /— 1, il viendra définitive- 
ment pour intégrale complète de la proposée 


y = ef[c cos 2x + c' sin 2x + 77 (c'x +c”)]. 


434. Le troisième cas que nous allons considérer 
relativement à l'équation linéaire (/24) , est celui où 
tous les coefficiens À, B, C...et X sont des quantités 
constantes, et pour éviter foute équivoque , nous repré- 
senterons par M la valeur constante que nous suppo- 
sons à X ; c'est-à-dire, que nous nous proposerons d’in- 
tégrer l'équation lineaire 


Ayda + BdyderL Cdydrt2..,....4+ d'y 
= Mar... 77) 
Puisque le symbole X., dans la formule (427) art. 4231, 
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représente actuellement une quantité constante M, on 
peut le faire sortir en dehors du signe d'intégration 
qui l’affecte , et successivement en dehors de tous les 
signes d'intégration qui précèdent ; de manière qu'alors 
l'équation (427) deviendra 


= Me": fx Pa femme... 


pt A à pr ES Arathi 


à rs NAN — 1 ; 
-M41S ODA Te merde à , 
donc 
C1) m2) a an dE cm dx 
[el bde mA} à = fes 
ae 1 e 
mA) m2) entr) > ; 


continuant ces intégrations successives en remontant 
jusqu’au premier signe intégral f; effectuant la multi- 
plication de l'intégrale définitive par e"*, et faisant 
attention que le produit m.m’.m#...m() de toutes 
les racines de l’auxiliaire, est égal au dernier terme 
de cette équation , on aura pour intégrale complète de 


l'équation (444), 
La coms omeotents, peC Verde (445). 


435. Si l’auxiliaire de la proposée (444) a des racines 
imaginaires, celles-ci se trouvant toujours de deux en 
deux, nous n'avons besoin que d’en considérer deux 
conjuguées. Supposant donc que m=— a+ by/— 1 
et m—a— 0 4/—1, et représentant par la seule 
lettre Q, tous les termes de l'équation (445 } qui 
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sont affectés des racines réelles de l’auxiliaire, on aura 


M 
y = Te Loc dehi]+ Q. 
Mais et cos bx Æ sin bx \/— 1, donc 


y Les . er (cc) cos bx+-(c-c') V/—1 sin bx]+-Q ; 


ou représentant respectivement par c et c’ les quantités 
constantes arbitraires € + c’ et (c— c') V—=1, on 
aura définitivement 


M 
3 = 5 + ec cos bx + sin br] + c'e" 74e en"s 
RS Gen ET, A CL AGY: 


456. Si toutes les racines de l’auxiliaire de l'équation 
(444) sont égales , alors passant toujours la constante 
X — M en avant de tous les LE d'intégration , 
l'équation (426) donnera 


yet CM dx [dx fdx su ef AAA 
cc fred Re fans, 1, cr] (N). 
Mais M/fdx fdx.... avec un nombre 7 de signes 


intégraux, est = + le signe positif si 7 estun 


ae 
nombre pair, le signe négatif dans le cas contraire ; et 
puisque toutes les racines de l’auxiliaire sont égales à m, 
on a À = + m', les signes positif et négatif dans les 
mêmes cas que précédemment ; donc lorsque toutes les 


(*) Voyez pour les expressions des termes affectés des constantes 
arbitraires ç, c’, c”...., l'équation (403), en y faisant 4x constante, 
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racines de l'équation proposée (444) sont égales , son 
intégrale complète est 


VE æ + em+ Cox + c'x"— 2h RES Le 
ipod e ci). (47). 


437. Nous allons enfin examiner le cas où tous les 

coefficiens À , B,C, D....X de l'équation (424) sont 
fonction de la variable x. Mais avant de commencer 
cet examen, nous observerons que l'intégrale complète 
d'une équation différentielle de l’ordre n étant, par 
exemple, 
Y—=cFx+c'E'xtc" Fe... He F2... ..(a), 
il est clair que si l’on fait successivenrent toutes les 
constantes arbitraires, excepté une, égales à zéro; la 
constante conservée étant successivement € ; ensuite c', 
après cela c”, et ainsi de suite pour les autres jusqu'à 
celle c(1), on aura un nombre n d’intégrales particu- 
lières , ou valeurs particulières de y qui seront successi- 
vement cFx, c'F'x, c'F'x....c@FG1) x; donc si 
l’on peut parvenir à connaître les 7 intégrales particu- 
lières de l'espèce que nous venons de considérer, d’une 
équation différentielle de l’ordre z, on en conclura 
subitement l'intégrale entière et complète de cette 
équation. i 

438. Afin de simplifier le calcul et de fixer les 
idées dans nos recherches sur l'intégration de l’équa- 
tion linéaire de l’ordre n (424), lorsque tous les coelf 
ciens sont des fonctions de la variable x, nous ne con- 
sidérerons d'abord que celles dù troisième ordre ; 
c'est-à-dire que nous nous proposerons d'intégrer 
l'équation 

Bd Ddy. . 
A + 4 REX TT + = X.....(a), 
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dans laquelle A, B, C et X sont des fonctions de x. 


Faisons 
VRP) (YA Rte (b), 


en représentant par @ (x) et f(x) deux fonctions in- 
déterminées de x, que nous chercherons à déterminer 
d'après la pe que cette valeur de y [équat. (b)] 
satisfasse à l'équation (a). 

Différentiant trois fois de suite l'équation (b), on æ 


D RO jF(ndr+e (x) fC), 


d x d 
= de D jf dr + 22 f(x) 


+9? (x) ve RAP RME: ie) PFOPRR (c). 
d'y _d'e(x) pute 
de — dx: Sf(x )dx + x At x) 


3d@ (x) df(x) if QE 
He ET NT rat 


Substituant ces valeurs et celle de y [équat. (b)] dans 
l'équation (a), ona 


Daec)+8 0 +00 + DO rad 
+ [+20 2 sde +5 07]; 

+[ cc ane M df (x) po (x n É 

M ou de UT (d}. 


d ec? + 


(*) On a généralement 


= d' 20) ff LE T E D) ge A ia 1) re IE 
n(n—1) (n—2) dr dr—5@(x) (x) .d2f fx), dr; f(x) 
IR: DPidxens 7 das PT ar: 
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Or, à cause de la fonction indéterminée ® (x) de x, 
on peut prendre le coellicient de ff (x) dr 0, ce qui 
donne pour déterminer @ (x), l'équation 


2 | Te) + D LE) is 


Ap(x)+B—— + œ De 


et pour déterminer fl & s équation 
/ ; df(x) , ddf (x) 
AfG)+B + CH = X.. «ar 
dans laquelle nous avons fait, pour abréger, 


de 8 zn 2x) 
RTE 


se G) | ES HR te 1h 


= Bp(x) +20 —— 


B'—Cp(x)+5D = 
C'= Dox 
Or, l'équation (e) n’est autre chose que celle (a), 
en faisant dans cette dernière équation X —0, et y 
mettant 9 (x) à la place de la lettre y qui représente 
elle-même une fonction de x. Quant à l'équation (f), 
elle est d'un ordre immédiatement inférieur à celui de 
l'équation proposée (a). 
Faisant actuellement 


fa) =@(x) ff) de. ....(h), 


en représentant par 9, (x), f(x) deux nouvelles fonc= 
tions indéterminéts de x , on a 


x de (x 
DO 6 ;f(0) de -+ gite) F2) 
Ho 7e re f(x) dx CT 


v x 
+80 Tor DErG) LE 
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Substituant ces valeurs et cellé de f(x) Céquat. (h)] 
dans l'équation (f}, il vient 


LA". G)-+8 — He d°  ] "a (x) dx 
+ [re +20 2 re 
+ Cac) LE x 


Or, à cause de l'indéterminée @,(x) , on peut faire 
dans cette dernière équation, le coellicient de ff. (x)dx 
0, ce qui donne pour déterminer g,(x), l'équation 


A9, GE ue r) + C der) _ Li 0 


KE 
laquelle est la même que celle (f), en faisant dans 
cette dernière équation X = 0, et y substituant g.(x) 
à f(x). L’équation (7) réduit celle (k} à l'équation 


A'f(o +8 TO P CNS MEET ER 
dans laquelle on a fait- 
A" = B'@, (x) + 2C’ | 
"= C'e,(x) 
ne n’est que du premier ordre, et qui sert à déter- 


miner f(x). 


Faisant enfin 
Fe. (0 fes 0 (o}, 


en représentant par @.(x) et fa @) deux fonctions in- 
déterminées de x,ona 


Fa _ ne. [fa{x) dx + PAKT) fa (x); 


dx. 


+ 


DES ORDRES SUPÉRIEURS. 253 


et substituant cette valeur , ainsi que celle de f(x) 
dans l'équation (m), il vient celle 


La'ec+r OT Gdr+Pe(£r=X, 


dans laquelle faisant le coefficient de ff,(x)dx = 0, 
à cause de l’indéterminée g,(x), on aura pour déter- 
miner @, (x), l'équation 


d@s | 
ea () + BE 0... 0); 


qui est la même que celle (m) en faisant dans cette 
dernière équation X —0 , et y substituant à la place 
de f; (x) la quantité @, (x). Enfin on aura pour déter- 
miner f, (x) , l’équation sans facteurs différentiels 


Mais B' — C'e(x) [a* équat. en (n)], et C'— D (x) 
[3° équat, en (g)], donc B’—Be(x)9,(x) , et par 


conséquent 
X 


EE ETS à a) 


Substituant cette valeur dans l’équation (0), ensuite 
celle qui en résulte pour f, (x) dans l’équation (k) , et 
enfin substituant la valeur que l’on obtient de f(x) 
dans l'équation (b) , on aura 


POI O LOT Perses ON 


Donc si l'on peut parvenir à intégrer les équations (e) ; 
(2) et (p), on aura l'intégrale de la proposée (a). 
Mais nous allons simplifier ce calcul en faisant voir 
que si l’on parvient seulement à intégrer l'équation (e), 
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on n’aura plus besoin d'intégrer les suivantes (2) et (p} 
pour avoir @, (x) et p, (x). 

En effet, multipliant l° équation (e) par Je(x) dx, 
et ajoutant à ce produit l'équation (7) après y avoir 
substitué les valeurs de A”, Bet C’ groupéesen (g), 
on aura 


AeG) fe Gr BTE jp, (2) de-+ ete) où (x) |] 


+ ocdr-t a D 9 (23-+00) PC 


GARE de (x) 
dr 


+ DT D par 20 9, 
mur à (x) ET 10%, 


Or , il est aisé de voir que les polynomes que mul- 
üplient B,C et D sont respectivement les différen- 
tielles dés premier, second et troisième ordres de 
(x) fo; (x) dx, diffées par dx élevée à une puissance 
égale à l’ordre de différentiation ; donc l'équation pré- 
cédente se réduit à celle 


Ag (x) fe (x) dx + B HPCIRGDE 
RCORNO RCE CES 


=0O., {t), 


laquelle est exactement la même que l'équation (e) , en 
mettant dans cette dernière la fonction de x exprimée 
par (x) f?.(x) dx à la place de celle représentée par 
(x). Donc si l’une des intégrales particulières de 
l'espèce de celles que nous avons considérées à l'ar- 
ticle 437 de l'équation '(e) est @(xr) — c@(x), une 


autre intégrale particulière de même espèce que nous 
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représenterons par c'®'(x) de l'équation (e), sera égale 
à o(x) fe (x)dx, ou plutôt à cæ(x) fc.®,(x)dx, en 
mettant à la place de gx sa première valeur particu- 
lière dans l'équation (e), et à la place de @, (x) sa pre- 
mière valeur particulière c,®, (x) dans l'équation (7); 
on aura donc ec,®(x) fœ,(x) dx = c'®& (x), d'où l'on 
tire l'équation 


qu” c æ (x) 
qui , différentiée et divisée par dx, donne 
\npbrt ss œ'(x) 
P, (x) — SE | tés ..(u). 


De même représentant par c”®”(x) la troisième inté- 
grale particulière de l'équation (e), et par c;®, (x) la 
seconde intégrale particulière de l'équation (7), on 
aura , par un raisonnement semblable au précédent, 


L 44 


; ? d"(x 
D! (x) — RE d ES EE Va (v). 


Si actuellement on considère que l'équation (p}) est 
à l'égard de celle (/), ce qu'est cette dernière équa- 
tion par rapport à celle (e) , on en conclura aisément 
que l'intégrale de l'équation du premier ordre (p) étant 
(x) = c10, (x), on a 

ce po’) 


Dr) = —— d| ———° |.....(w)[*. 


cCdx A pe xd 


[*] D'ailleurs si l’on veut se convaincre, à priori, de la vérité 
de cette équation (w), on n’a qu’à multiplier l’équation (/) par 
À 42 (x) dx , ajouter au produit l’équation (p) , en y substituant les 
valeurs de A" e; de B” groupées en (7) , et rassembler les termes qui 
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Substituant dans cette équation les valeurs respectives 


de ®; (x) et de æ, (x) [ équat. (v) et (“)],ona 


(x) = — CHÉ 4 Fr did ET: Le] M (x): 


Ces valeurs étant obtenues, commençons à mettre dans 
l'équation (s) les symboles (x), d,(x), ®,(x) qui re- 
présentent les premières intégrales particulières des 
équations (e) , (/) et (p) divisées par les constantes 
arbitraires correspondantes c, c, et c,, à la place des 
symboles respectifs D(x), &,(x) et ®,(x), et ensuite 
substituons à la place de æ,(x) et de æ,(x) leurs valeurs 
respectives [ équat. (u) et (x) |, ce qui donnera , toutes 
réductions faites , 


Le 


ont le même coefficient, ce qui donnera 


A'e(a Se (n)de-+B Fe 2 our) dx + qu (r)+s (a) | 


, € ï d 2 
HOT re(adr-te PE que) +) ET] = 0. 


Or les polynomes qui multiplient B° et C’ sont respectivement les 
différentielles du premier et du second ordre de $,(x) ff 9: (x) dx 
divisées par dx élevée à une puissance du même degré que l’ordre 
de différentiation ; donc l’équation précédente se réduit à celle 

| B'dfe(x)f'es(r)da] | C'd'Le(r)J'e(r)dx] 
A 1 2 d © ———— — me et 

? (x)J + (x) x+ dx A dx? 
Or, cette dernière équation est du même ordre et a les mêmes coeffi- 
ciens que celle (2); donc si l’une des intégrales particulières ‘de 
l équation (2) est c:®i(x), l’autre intégrale particulière de la même 
équation, que je représente par cd (x), sera égale à @:(x) f'o:(x)dx, 
ou plutôt à cic:®:(x) f'b,(x)dx , en représentant par 4,(x)=c:®,(x) 

D) 
CiCa ®, (x) ? RE 
par la différentiation et divisant par dx , on tire l'équation (#w).. 


Y = P(x) 


l'intégrale de l'équation (p ) ; donc f'b,(x) dx — 
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æ’(x) d®"(x)—2" (x) ds (x) 
= far 

a (x) do'(x)—®' (x)dl®(x) 

K Xdx° 

PP ÉOIE ECIT EC] 
®(x) ® (x) 
ce qui ést l'intégrale demandée de l'équation j et 
dans laquelle il n'entre que les intégrales particulières 
de l'équation (e) , qué, par analogie avec la théorie 
développée dans les articles 423 et suivans, nous appel 
Jerons auxiliaire différentielle ; ainsi toute la difficulté 
pour intégrer les équations de la forme (a), se réduit 
à celle de l'intégration deslauxiliaire différentielle (e); 
mais malheureusement cette intégration offre la plupart 
du temps des difficultés presque insurmontables. Cepen- 
dant nous remarquerons que si l’on peut parvenir à con- 
naître deux seules intégrales particulières c®(x) , c’®’(x) 
de l’auxiliaire différentielle (e), on aura l'intégrale de la 
proposée , en intégrant l'équation différentielle du 
premier ordre (m) dont les coefficiens A” et B” seront 
connus, puisqu'on connaîtra alors les deux intégrales 
g(x) et p.(x), ou plutôt co(x), c,æ,(x) [équat. ()] 
qui entrent dans leurs valeurs [ équations groupées 
en (g)et(n)]. é 

On voit, en suivant attentivement les raisonnemens 
précédens sur l'intégration des équations linéaires du 
troisième ordre à coefliciens fonctions de la variable x, 
qu'on pourrait aisément les étendre aux équations de 

cette espèce d’un ordre quelconque. 


st 


@ EN 


Si l'équation proposée n'est que du second ordre, 
s'est-à-dire de la forme 
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Alors son auxiliaire différentielle étant seulement du 
second ordre et de la forme 


Su che(x) 


Ag) + + ni = 0....(a), 


n'aurait plus que les deux intégrales particulières 
cb(x) et c'&’(x) ; ainsi l'équation (s) se réduisant dans 
ce cas-là à celle 


JP (x) of: 


dans laquelle j'ai mis respectivement co (x) et c,æ,(x) 
à la place de ? (x) et de #,(x) , et C à la place de D, 
on n’aura plus qu'à substituer la valeur de æ,(x) don 
née par l'équation (u) , ce qui donnera 


Of ro rame © 

EXEMPLE I. Intégrer l'équation 
6ydx—6xdx"dy+3x"dxd"y—x"dy+xdx— 0... .(c"). 
Comparant identiquement cette équation avec celle (a), 
il vient 
A—=6,B—=—6x,C—32x,D—=—2et X—— x. 
Donc l’auxiliaire différentielle de la proposée est 
6p(r)dx—6xdx"de(x)+3x"dxd'g (x)—x*d'p(x) = 0, 
dont l'intégrale complète est 

p (x) = cx + ca + c'xt: 

donc COTE CT tou ER OC ESERE 
demême  ®'(r)}— x" et @'(x) =. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (y), on a, 
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toutes réductions faites, 


3 3 
y=x fie far fx [Céa. Uo5), ait 4091 


x ds dx dx RL u 
of af EE 4 f Éeut de + 6] 


[ voyez la form. (404), art. 410], et effectuant les 
intégrations , on aura l'équation 


y—=xlVzx+ cx + a+ cx.....(d), 
en comprenant dans la constante arbitraire c” la quan- 
tité constante ? + c”. 
Supposons qu’on ne connaît qué les deux intégrales 


particulières (x) = x et 4’(x) —zx* de l'auxiliaire 
/ 
pe \ " LA SU 
différentielle , ce qui donne ®,(x) — mn [équat. (a)]; 
ANR 
B'c’ C'enss 
et B'——! équat. (7)]; 
c 
mais les équations (g) donnent B'— Ccx + 3Dec 
et C = Dczx; donc B'=—5cx°— 3cx°—= 0 et C' —— 
cxi, ce qui donne A’—0o et B°——c'xt. Mettant 


on aura donc À” — 


ces valeurs dans l’ RPC AE (m), il vient c’x° “a ee x) 


1 

ou df,(x) = Ts» et intégrant on a f(x) —-— IS 

+ c”. Saber toest cette valeur dans l'équation (4), il 
7 6 eat ral Di, 

vient f(x) =— = + zx, et intégrant en 


P. A LU L dx 
ajoutañt une constante c” à ne de st on a 


c'c" c” 


Re _ + — = z+e; enfin substituant cette va- 
leur de fx Le Data (b}), ainsi que celle de 
p(x) =cx, et ajoutant une constante c!" à l'intégrale 


177 
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RIT dT 3 
de f(x) dx ,onay ue +c'cxfxdx +— xfdx 
1" 
dc CLS 
+ cx = xl V/x + 


sentant respectivement et PAL constantes arbi- 


lu 14 
C 


traires ER AU c'".par c,cetc’,ona 
y = Vx+ ca + cx+c'x, 
résultat identique avec celui de (d”) trouvé précédem- 
ment. 
EXEMPLE Il. Jntégrer l'équation 
"di 


Ir ; OU, repré- 


ydx®—xdydx+x? (1x—1) ddy + — Le À PROSTAPEES Ce’) 
Comparant identiquement cette Fee avec celle 
(G)sonta hi, Br iC= mx = rer 


X = — ee ; donc l’auxiliaire différentielle de la propo- 


sée est l’équation 
g (x) dx— xd (x) dx+x°(lx— 1 ) dde (x) =, 
qui a pour intégrale complète 
p(x) = clx + c'x; 
donc ® (x) = /x et ®’(x) = x. Substituant ces valeurs 
dans la formule (b°) ,ona 


“EE D — dx 
NE (2x x (lx— 1} 
dx 
Or, fe = —— +6, donc 
(lx—1) dx —dx : fidx L., f(x-1dx 
(lx)° re CN (l{x)° A 


=e+ + fe 
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et par conséquent on a pour intégrale complète de la 
proposée 


d 
y = clx + c'x + lx ie - RAC): 


Si l'on veut effectuer RE US dans le 


dernier terme , il faudra mettre Fe “ sous la forme 
xdlx 

de et faisant 42-27 d'Où re"; on aura 
(x) É 


= Or, la formule (214) [art. 266] donne 


Le C2+5 4284284 4er | 


donc remettant à la place de z sa valeur x, on aura 


tr 2.8.4, 
LE = L: HE ee y + TS AS etc. || 


il n’y a donc plus qu'à substituer cette valeur dans 
l'équation (f”). 

439. L'équation (c”) du premier exemple de l’article 
précédent , et généralement toutes celles d'un ordre 
quelconque n de la forme de l'équation 


aydx"+ bxdx"—"dy+gx dx" "dy +hxde" dy. 
; .+x"d'y— Xdx". sn AE: 


dans laquelle a, b ,g, h..... représentent des quan- 
tités constantes déterminées, peut toujours s'intégrer 
par les méthodes enseignées aux articles 425...430 ; 
c'est à-dire qu'on pourra toujours transformer l’équa- 
tion (448) en une autre dans laquelle il n’y aura de 
coeflicient fonction de x que celui X de dx”, dans le 
second membre. 


Le premier moyen qui semble d'abord devoir opérer 


à intégrer 
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d'une manière très-simple cette transformation, est 
de faire 

CERONL VIoi Ta): 


2 

car prenant dx constante , d'où dx"-P = e(-?):dz"P, 
tous les termes de la transformée seront multipliés par 
e"#, et divisant par ce facteur commun, il ne restera 
plus dans le premier membre aucun facteur fonction 
de la variable primitive z. Maïs observons que d'après 
l'équation de relation (a) pour la transformation, on ne 
peut faire dx constante qu'en prenant z — co. En effet, 
différentiant deux fois de suite l'équation (a), en con- 
sidérant dx comme constante , on a e“(ddz-+-dz*) = 0; 
or e qui est Ja base du système des logarithmes natu- 
rels étant élevée à la puissance z, quelle que soit la valeur 
de cet exposant, ne peut être —o; on ne peut donc 
satisfaire à l'équation précédente qu’en faisant ddz+-dz* 


SU A d.dz , . Li Qy : 
0; d'où TE. Qu dldz — — dx, équation qui étant 


intégrée, donne /d2——2z+}c; mais {dz ——1; 
donc + c—zoui—z. Ainsi ce moyen de transfor- 
mation que je n'ai exposé ici qu'afin d'empêcher les 
commençans de s'en servir, est des plus mauvais ; il 
faut donc en chercher un autre, et voici celui qui 
nous paraît réunir à l'exactitude le plus de simplicité. 
Divisant l’équation (448) par dx”, on la complettera 
sous le rapport différentiel, en considérant toutes les 
différentielles de dx jusqu’à l’ordre 7 — 1 comme va- 
riables, par le moyen enseigné à l’article 52; ensuite 
faisant x — e, et prenant dz constante , ce qui donne 
dx — edz, on substituera dans l’équation différen- 
tielle complète obtenue , les valeurs respectives e‘dz; 
e’dz”, e“dz°....de dx, dx, d’x....., ce qui donnera 
une équation linéaire de l’ordre n entre les deux va- 
riables y et z , et dans laquelle tous les coefliciens des 
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termes où se trouve ÿ , et les différentielles de cette 
variable seront constans. Ainsi l'intégration de la trans- 
formée de la proposée rentrera dans les cas que nous 
avons examinés aux art. 423....430. 

Pour rendre ceci plus sensible , proposons-nous d'in 
tégrer par cette méthode l'équation (c’) de l’article 
précédent , qui est de la forme de l'équation (448). 

Cette équation (c’) [ art. 438] étant divisée par dx”, 
donne . 


Gy— 62 © À + 8x D — 


Fe op 


st x —0.....(b). 


: PARLES d 
Substituant dans cette équation les valeurs de = 
“ 


et de 2 , ou de (@,) et (@.) prises dans la table (51) 


Çart. 49], il vient l'équation différentielle complète 
du troisième ordre 


d d 3x°dydx x°d° 
en LE PE ER ec PEER SC PANE Ed 
z'dyd'x 3x°d'ydx 3x*dy(dx) fe 
R— dxt À — — dxt < NE RG rx —=0o.. -(c}; 
Mais faisant Di ee at (a), 


et regardant dz comme constante (*) ; on a dx —=e*dz, 


a 


(*) Il est à propos d’observer que l'équation x —es n’est pas 
. incompatible aves dz — const. , comme l'était la même équation 
avec dx — const. ; car en différentiant deux fois de suite cette équa- 
tion , en considérant dx comme variable et dz comme constante, 
on a ddx —e:dz?, d’où dx —dz f'edz=esdz4-cdz et x—e+cz+c'; 
mais x —e;, donc cz+c’—0, équation qui ne peut exister tant 
que z représente une variable, qu’en tant que e— 6, et par consé- 
quent c’— 0 ; ainsi l'hypothèse de dx variable et de dz constante 
nous ramène à l’équation de relation x — e* ou z— /x, pour la 
transformation , au lieu que l’hypothèse de dx constante et de dz 
variable , bien loin de ramener à l'équation z = /x mène à : — 
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dx—=edz" et dx—edz ; donc par la substitution 
de ces valeurs dans l'équation précédente, on a, 
toutes réductions faites, 


6 + 7 —6y RAT (e). 
Or, l’auxiliaire de cette équation est 
m°— 6m°+ 11m — 6 — o [ équat. (425), 
qui à pour racines m —1, m —2 et m'—5. Donc 


l'équation (429) donnera pour intégrale de la trans- 
formée, l'équation 


Cofdz] 


33 c!! 27 
7 = pepe] + Se da] 


3 


ou, effectuant les intégrations , il viendra l'équation 
au ze” Z l 523 1,33 
We PUIN + c'e c'e%..,,.(f), 
dans laquelle nous avons représenté par c la quan- 


. ! 0] f . ! XVe . Z , 1 
tité constante indéterminée FEAT : mais ex, d'où 


z = x ; donc substituant ces valeurs dans l'équation 


(f) , il viendra 
/ 
= —= + cr + cat + c'xs, 
qui est l'intégrale complète demandée, et est identique 
avec celle (d”) trouvée à l’article 438. 


440. L’integration de l'équation (448) nous conduit 
d'une manière bien simple à celle de toute équation 
de la forme 


aydx"+ b (p+qx) dx" dy + g(p + gx) dx" "d'y 
+ (p+ gr) d'y Xdx".....(449), 
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dans laquelle p,q,a,b,g...... sont des quantités 
constantes , et X une fonction de x. En effet, fai- 


sant pæ+ gx —qz, d'où 


(a).....x —2—? et di ds; 


ensuite substituant ces valeurs dans l'équation (449), 

et réprésentant par Z ce que devient X lorsqu'on y 
a substitué la valeur de x [ équat. (a)], on aura la 
transformée 


aydz"+bqzdz" "dy +gq"z° de" "dy. …+g'z"d"y—2Zdz"; 


qui est de la forme de l'équation (448), et que par: 
conséquent nous savons intégrer (art. 459 ). 


441. Etant donnée entre les trois variables x, y , # 
l'équation linéaire nes ne à yetz, et telle que celle 


dy d'y ï dz 

A PE +5 J+D Qi +Au tb 
pre 

ra De PA, Tate: AU à 


dans laquelle les coelliciens A ,B....A,, B,.... sont 
constans ou fonctions de x, et X est une fonction de x, 
_ilest clair qu’on pourra y satisfaire d’un nombre infini 
de manières, en faisant le polynome du premier mem- 
bre qui ne contient que z et x, ou celui qui ne con- 
tient que y et x, égal à une fonction indéterminée 
de x que je représente par £,ce qui donne l’autre 
polynome — X — #; on a donc deux équations diffe- 
rentielles linéaires de l’ordre n , l’une par rapport à 
yet x, l'autre par rapport à z et x qui étant inté- 
grées séparément suivant les méthodes enseignées pré- 
cédemment , donneront des équations primitives telles 
que y—F(x,E£) et z — F'(x, £) qui, évidemment, 
devront satisfaire en même temps à la proposée. 
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Les problèmes qui donnent lieu à de pareilles équa- 
tions différentielles (450), sont indéterminés, à cause 
de l'indéterminée £ qui entre dans les valeurs de y 
et de z,et qui permet de trouver un nombre iofini 
de valeurs différentes de y et de z qui satisfont en même 
temps à la proposée (450). 


442. REMARQUE I. Puisque les équations y—F(#, Ë) 
etz—F'(x, £) satisfont à l'équation (450), quelle que 
soit la fonction de x représentée par £, et que pour 
une seule de ces fonctions prise à volonté, les deux 
équations précédentes sont les projections, l’une sur 
le plan des xy, l’autre sur le plan de xz d’une courbe 
à double courbure, nous en conclurons qu’il y a un 
nombre infini de courbes à double courbure qui sa- 
tisfont à l'équation (450) ; car outre la fonction indé- 
terminée : de x qui entre dans les valeurs de y et dez, 
c’est qu’encore il entre dans chacune de ces valeurs 
un nombre » de constantes indéterminées. 

443. REMARQUE II. Si l’état de la question qui a 
donné lieu à une équation différentielle de l’ordre # , 
telle que celle (450), indiquait que cette équation ap 
partient à une surface courbe, alors faisant successi= 
vement 3 et y—o, on aurait les deux équations 
linéaires de l’ordre n, 


dy dy 
AY TB Or ROSE , 
Am+bt+ Gi... + = À, 


qui étant intégrées , donneraient respectivement les 
traces de la surface en question sur le plan des xy et 
sur le plan des xz. 


444. Pour rendre plus sensible ce que nous avons 
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dit dans les trois articles précédens , par des exemples, 
proposons-nous d'abord de trouver les valeurs de y 
et de z en fonction de x qui satisfont en mème temps 
à l'équation 

15ydx° — 20dydx + 5d?y — 63zdx° + 2dzdx 
LH'ers edit. (a) 


ou , parlant géométriquement , cherchons les traces 
sur les plans des æy et des xz des surfaces cylin- 
driques qui, par leurs intersections dans l’espace, 
engendrent des lignes à double courbure dont tous les 
points satisfont à l'équation (a). 


Faisons pour cela £ — TS représentant une cons- 
tante indéterminée, et par conséquent commençons 
à poser l'équation 


— 63zdx°+odzdx + d°z — e*dx?....2(b), 
ce qui réduit la proposée à l'équation 


2x __ LCX 


5ydx®— 4dydx + dy — —— dus, (0). 


Or, l'intégrale de l'équation (b) est 


6x 
» Mfproar ma ce7T+ c'e TL CES Jus (d)[art. 424 | , 
et celle de l’équation (c) est 
Cx 2x 
er TE DD LS LT PRET 3; 
y =ce c,e CC) Dreseees. (e). 


Telles sont les équations des projections des lignes à 
double courbure dont tous les points satisfont à 
l'équation (a), et ces projections peuvent varier à 
l'infini de figure, à cause de la quantité indéterminée €. 
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Mais si l'équation (a) étant considérée comme appar- 
tenant à une surface courbe, on voulait déterminer 


ses traces sur les plans des xy et des xz; alors il 


faudrait faire successivement dans la proposée (a), 
Z2—0ety—o, ce qui donnerait les deux équations 


e?T dx? 


3ydx°— 4dydx + d° NE NE te 2 SLA 


et  63zdx°— odzdx — dz + e*dx? —=o.....(g). 
Or, l'intégrale de l'équation (f) est 
Je + cies—gez......(h), 


et celle de l'équation (g) est 


Ainsi ces deux équations sont respectivement celles des 
traces sur les plans des xy et des xx de la surface 
courbe ayant pour équation différentielle du second 
ordre , la proposée (a). 


Si l’on fait 6 — 2, alors l'équation (e) se réduit 
à celle 
Viet cie CR) 


et celle (d) se réduit à l’équation (z); donc cette 
dernière équation est celle de la projection de la sur- 
face cylindrique qui contacte la surface courbe de 
l'équation différentielle (a) dans tous les points de sa 
trace sur le plan des xz. 


445. Si l'on proposait de trouver les valeurs d'un 
plus grand nombre de variables s, u, y, z....... 
en fonctions Ge x qui doivent satisfaire en même 
temps à une équation différentielle de l'ordre n et 
linéaire par rapport à ces variables s, u, y, z..... 


1 


AE 
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il faudrait faire chacun des polynomes, moins un, 
qui ne renferme qu'une seule de ces variables et x, 
égal à une fonction indéterminée de x; et alors on 
aurait autant d'équations différentielles de l’ordre 
et linéaire par rapport à une seule variable s, u, 
y, 3...., quil y a de ces variables , et les intégrant 
toutes particulièrement , on aurait les valeurs deman- 
dées de ces variables. Le problème qui aurait donné 
lieu à de tels calculs, et qu’on ne peut plus considérer 
géométriquement lorsque, outre la väriable x à diffé- 
rentielles constantes il y a plus de deux variables, 
renfermerait autant de fonctions indéterminées de x 
qu’il y aurait de variables, compris celle x, moins 
deux , dans l'équation proposée. 


446. Maïs si entre un nombre m de variables , on 
a m—1 équations différentielles linéaires de l’ordre n, 
alors il n’entrera plus de fonctions indéterminées de 
la variable à différentielle première constante , dansles 
valeurs des m— 1 autres variables qui satisfont en 
même temps aux 7»m—1 équations proposées ; Car 
l'on parviendra par l'élimination à une équation linéaire 
de l’ordre n + m—1, dans laquelle il n’y aura plus 
que la variable à différentielle première constante et 
l'une des m—1 autres variables. Par exemple , soit 
proposé de déduire des deux équations 


dy dy der dz #1 
Ay+B + CO A+, é LE X | rh 
js PCM 
Dy+E D +0) 2 +D, 2 +E HS EX | 


dans lesquelles les coefficiens A, B...B, , X, D...E,, X, 
représentent des fonctions déterminées de x , les valeurs 
de y et de z en fonctions de x qui satisfont en même 
temps à ces deux équations. 
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Prenant dans la première des deux équations (451) 


d?z 
la valeur de-—, et la substituant dans la seconde 


dx 


équation (451), on aura une se de la forme 


den dz K 
AB + GDS FRE SAT pal (a) : 


différentiant cette dernière équation, et divisant par 
dx , il viendra une Mar de la forme 


d 
Bi + Ce THE J HE HRÉEZ = X3... (b). 


Substituant encore dans cette équation (b) la valeur de 

ds ur ke : - 

Tes tirée de la première des deux équations (451), 
TX 


on aura une us de la forme 


Ay-+B,$ ONE J+H DEEE =Xs., 0. 


Différentiant cette dernière équationet divisant par dx, 
on a une équation de la forme 


dy dy d'y diy . dz 
PE CU AREA AN CID Te 1 REC 
d? 
NE: Ts = UNI FU (d) 


Substituant enfin dans cette dernière équation la valeur 


d : Li 
JE ;, toujours tirée de la première des deux équa= 


tions (451), on aura celle 


d d? d° d{ 
Ag Be + Gr M 9 +R TE 


is 
er 
æ 
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Par le moyen des trois équations (a), (c) et(e), élimi- 
nant z et # 
ar" 
néaire du quatrième ordre par rapport à la seule va- 
riable à différentielles variables y, et intégrant cette 
équation, si du moins on peut parvenir à intégrer 
son auxiliaire différentielle (art. 438 ), on aura l’équa- 
tion primitive 


Ye homes OM) CT); 
et substituant cette valeur de y, ainsi que celles‘ de 
dy et de ddy que l'on en déduit dansl'une des deux 
équations (451), on aura une équation linéaire du 
second ordre par rapport à la seule variable à diffé- 
rentielles variables z , d'où l’on tirera par lintégra- 
tion l’équation primitive 


on aura une équation différentielle li- 


f(x, C; 4 ci cu Cr Cie CC .(g) , 


et ces deux équations satisferont en même temps aux 
deux équations (451). 


Il est évident que chacune des deux équations (451) 
étant considérée comme appartenant à une surface 
courbe, les équations (f) et (g) seront respectivement 
les projections sur le plan des xy et des xz de la ligne 
à double courbure formée dans l’espace par l’inter- 
section des deux surfaces courbes. 


447. Le calcul indiqué dans l’article précédent se 
simplifie beaucoup lorsque les coefliciens A,....B,, 
D,....E, des deux équations (451) sont constans ; 
car alors l'équation finale à laquelle on parvient étant 
de l'espèce de celles que l'on sait intégrer par les 
méthodes enseignées aux articles 423....430, on 
pourra toujours obtenir les valeurs demandées de y 
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et de z en fonctions déterminées de x, qui satisfont 
en même temps aux deux équations proposées. 


448. Enfin lorsque les coefficiens A,...B,, D,...E, 
étant constans, on aura, outre cela, X—oet X, = 0, 
on parviendra à trouver les valeurs demandées de ÿ 
et de z par un moyen encore plus simple que nous 
allons faire connaitre. 


Soit fait 
(4): teens one nt 


c étant une constante indéterminée arbitraire, m et q 
deux constantes indéterminées, mais non arbitraires, 
et que nous allons déterminer. 


Substituant ces valeurs de y et de z dans les équa- 
tions (451) et divisant par ce", on aura, pour déter- 
miner m et q, les deux équations 


AE Bm + Cm°+ (A,+ Bim + m°) g—0.....(c), 
D + En + Fm’ + (D, + Em + m°)q—o.....(d). 


Eliminant g entre ces deux équations, il vient l’équa- 
tion du quatrième degré 


ÇA + Bm+Cm)(D,+E;m+ mm) 

= (A, + Bim+m°) (D + Em +Fm)..... (e), 
qui étant résolue, donne quatre racines que je repré- 
sente par m,m,m” et m". Substituant successive- 
ment ces quatre racines dans l’une des deux équa- 
tions (c) et (d), on aura’ quatre valeurs de g que je 
représente par g, g’, q” et g’’. Donc les valeurs de 
y et de z qui satisferont en même temps aux deux 
équations proposées, seront 


ete "+, zic q'evr, ec qerrs À ren} (f), 


| dans 


{ | TPS Ce Me ee Pet rt 


PT. 
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dans lesquelles m, m', m”, m"”; q, q', q',q"”, sont 
actuellement des constantes déterminées. Or , nous 
abserverons que si ces quatre systèmes différens de va- 
leurs de y et de z, pris séparément, $ satisfont en même 
temps aux deux équations proposées, les quatre pris en- 
semble y satisferont de même ; car par la nature des 
différentielles de tous les ordres des quantités expo- 
nentielles , lorsque la différentielle première de l'ex- 
posant variable æest constante, la différentielle d’un 
ordré quelconque de la quantité exponentielle étant 
toujours affectée de cette dernière quantité dans son 
état primitif, il s’ensuit que par la substitution des 
quatre systèmes des valeurs de y et de z pris ensemble, 
on aura quatre polynomes respectivement multipliés 
par e"*, e"*, e”"*, e""# qui seront chacun ce qu'on 
auroit en employant séparément chaque système de 
valeurs de y et de z, et qui par conséquent s’évanouiront 
tous en même temps; ainsi en employant les quatre 
systèmes ensemble, c'est-à-dire, faisant 


y een em EEE he Ans pq d'a» Fe 
2 = cqe" + c'q'e"r Æ c'e" Æ c“g"e""r. .. (h), 


ces valeurs de y et dez satisferont en même temps 
aux deux équations proposées , et je dis de plus, que 
ce sont ces dernières valeurs de y et de z dont on doit 
se servir, et non pas celles monomes groupées en (19; 

car tant que les coéfliciens de la} première des deux 
équations proposées diffèrent de ceux qui leur corres- 
pondent dans la seconde , il est évident que par la mé- 
thode d'élimination enseignée à l’article (446) , et que 
l'on pourroit également employer dans le cas de sim- 
plification que nous examinons actuellement , on par- 
viendrait à une équation différentielle du quatrième 
ordreentre x et y linéaire par rapport à cette derrière 

18 
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variable et de la forme de l'équation (440) [ Art. 431); 
donc sonintégrale (441) aurait quatre constantes c, c”, c” 
et c’”” indéterminées et arbitraires, et seroit consé- 
quemment identique à l'équation (g). 

Etant démontré que la valeur de y doit être celle 
donnée par l'équation (g) , celle de z doit évidemment 
être celle donnée par l'équation (h}). D'ailleurs les 
quatre valeurs de y et les quatre de z groupées en(f) 
sont les intégrales particulières dont les réunions res- 
pectives doivent donner les intégrales totales (g) et 
(2) [Art. 437 |. 

EXEMPLE. Trouver les valeurs de y et de z en 
fonctions de x qui satisfont en même temps aux deux 
équations. 

dy , 2d°y : 
Pres  ——— ES Y Ly Pa ah ie 2 —o, dodo lot a (2) 


1 d° 
og +86 T4 i5e+ 50 TE ...(H). 


Comparant identiquement les équations (1) et (k) 
avec les respectives première etseconde équations(451), 
Qu a A ER D A CR ARE DB TX oO, 


D——39, puise Fi, DES E,= 50, 

At O6 substituant ces Be dans Tes deux équa- 

tions (à. et (e) il vient G , 
1 mm + om* 


TT 1 + m+ m°? 


et, toutes réductions faites, l'équation 


m# + Amÿ — 7m° — 29m + 24 =0, 


dont les quatreracines sontm=— 1, m —2, m'——3, 


et m'—— 4. Substituant successivement ces valeurs 


dans celle de g, onag=— ;, q = == -? 
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æ— 


Et g— —°?. Enfin mettant ces valeurs de m et de q 
1 
dans les équations (g) et (k), il viendra 
— : Ce” LH cet Æ c'eir LE c'e 
B—— 4 cernes c'e°T = Dhadiensree eu c'e tir ,, 
3 
qui sont les deux équations demandées. 
449. Il est évident d’après le calcul indiqué à lar- 
ticle 446, pour éliminer z et ses différentielles entre 
les deux équations (451), que si les troisièmes termes 


de ces équations étaient identiques, c'est-à-dire , si l’on 
avait l'équation de condition 


REA TPE (7 à DE | 
l'équation linéaire finale ne serait que du troisième 
ordre, puisqu'alors l'équation (a) de l’article 446 étant 


ddy dy 
privée du terme C, re , le terme H Ta manquerait 


dans les équations (b) et (c) du même article ;.et que 


d'y 
conséquemment le terme K Ts Mmanquerait dans les 


équations (d) et (e) de l’article 446. Il peut même 
arriver que l’ équation finale ne soit que du secondordre, 


ce qui aura lieusi, outre l'équation de condition (a), 
on a encore cales 


BEC (Bin). nr(b). 
Ainsi, dansle cas où les coefliciens A...B,, D.LE,, sont 
constans et X—X;=—o, les valeurs dé y'et de z 
données par les équations (>) et'(h) de l’article pré- 
cédent, se réduiront à trois termes, lorsque la seule 
équation de condition (a) aura lieu | ‘etielles se rédui- 


ront à deux termes, si les équations de eh edit (d 
et-( D) ont lieu en même temps, 


Ê 


18. 
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450. REMARQUE. Ce que nous ayons dit dans les 
articles précédens, relativement à l'intégration de deux 
équations linéaires du second ordre entre trois va- 
riables , pouvant aisément se généraliser pour un nombre 
quelconque m — 1 d'équations linéaires d’un ordre 
quelconque entre m variables , nous ne nous arrêterons 
pas davantage sur cet objet, pour passer à d’autres 
objets d’un plus grand intérêt. 


CHAPITRE V. 


Quelques observations essentielles sur les 
équations différentielles de tous les ordres 
et méthodes que nous déduirons de ces ob- 
servations ; pour obtenir plus facilement 
l'intégrale finale de certaines équations dif- 
férentielles. 


451. Ur: équation primitive entre deux variables 
étant écrite sous différentes formes , et difFférentiée sous 
ces différentes formes, donnera autant d'équations dif- 
férentielles qui seront distinctes, non-seulement dans 
l’arrangement de leurs parties, mais encore dans Île 
fait; car on ne pourra jamais, quels que soient les chan- 
gemens qu'onfera éprouver à leurs formés respectives, 
les ramener à être identiques; enfin ces équations dif- 
férentielles seront les traductions analytiques d’énoncés 
de :problèmes absolument différens entre eux, mais 
qui cependant auront la même solution , c'est-à-dire, 
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que l'intégration de ces équations différentielles don- 
nant une même intégrale primitive, celle-ci sera la 
solution de chacun des problèmes dont l'énoncé est la 
traduction en discours des équations différentielles en 
question , ce qui est précisément l'inverse de ce qu’on 
rencontre souvent, même dans l’analyse algébrique , 
où un seul problème qui a conduit à une équation 
à une seule inconnue d’un degré supérieur, a autant de 
solutions réelles et prises dans le sens de l'énoncé de 
la question, qu'il y a de racines réelles et positives 
dans cette équation. 

Pour donner un exemple de ces problèmes différens 
qui ont une même solution 2 ET COOP ANDUE de trouver, 
1°. la courbe dont la sous-normale est égale à une quan- 
tité constante 2 = P- | 
2°, La AOL qui a chacune de ses ordonnées moyenne 
proportionnelle entre l'interceptée correspondante et 
une quantité constante donnée p. 
3°. La courbe qui a chacune de ses sous-tangentes 
double de l’abscisse correspondante. 
Ces trois problèmes essentiellement différens , mis 
ën équations , donnent respectivement 


er Ê....... (a) Céquat. (94), art. 6] 


Y L_ ya b 
£ a (@)C 
Te ge”, . (e) [ équat. (go), art. 101 1. 


équat. (97), art. 122] 


Ecrivant ces trois équations sous les formes 
2ydy = pdx...... (d), dy —=p (RES. ..(e 
2xdy— ydx =0...(f), 
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et prenant l'origine des coordonnées z et x à un même 
pont, ce qui donne y —olorsque x = 0, on a com. 
plètement par l'intégration ; 


1°. Pour l'équation (d), y*—=px; 
« 2°. Pourl'équation(e), y = Pf° Ÿ ET — pfd 


PT > " ee e 
= d'où y px; 


5°. Pour l'équation (f), 1e sa d'où 
oly = lx + lc, et passant des logarithmes aux quantités 
algébriques, on a y’—cx, ou prenant la constante 
arbitraire c, qui, évidemment, ne peut être nulle dans 
ce cas Ci, —p on à y°— px. 
Ainsi les trois problèmes proposés donnent tous pour 
solution la parabole vulgaire qui , conséquemment, sa- 
tisfait à toutes les conditions exigées par les énoncées 
des trois problèmes. Or, remarquons que si l'on écrit 
l'équation de cette courbe sous les trois formes dif- 
férentes , 


) 


2 

ÿ —=pr.…. CIE ir .. (h) et L —p....(à), 
on aura, en différentiant successivement ces trois équa- 
tions, pour d(g) l'équation (d) ou (a); pour d(h) 
l'équation (e) ou (b), enfin pour d (:) l'équation (f) ou 
(c) ; donc l’équation de la parabole écrite sous trois 
Formes différentes , et différentiée successivement sous 
ces trois formes , donne trois équations différentielles 
(a), {b), (c) essentiellement différentes entre elles, 
et qui sont les traductions analytiques des énoncés de 
tro;s problèmes absolument difFérens entre eux. 

452. Foute équation différentielle entre deux variables 
et d’un ordre quelconque #, dans laquelle la différen- 
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tielle première de l’une des variables est constante , a 
pour le moins autant de premières intégrales qu'il y 
a d'unités dans n, c'est-à-dire, qu'étant multipliée 
par un facteur convenable ( art. 360 }), elle est la dif- 
férentielle première et exacte d'autant d'équations dif- 
férentielles de l’erdre n — 1, qu’il y a d’unités dans ». 
En effet, si par des intégrations successives, on veut 
parvenir à l'intégrale finale, qui est une équation 
primitive, on aura d'abord, par une première intégra- 
tion , une équation différentielle de l’ordre 7— 1, qui 
sera affectée du terme cdx"—!, c étant une constante 
arbitraire ; on aura de plus un nombre n — 1 d'autres 
intégrales d'ordres inférieurs , et diminuant suivant Îa 
progression +n—2.n—3.,..2.1.0, qui forme- 
ront la cascade depuis la seconde intégrale, qui est 
une équation différentielle de l’ordre 7— 2, jusqu'à 
l'intégrale finale. Or, ces 7 — 1 équations ont toutes 
un terme affecté de la constante arbitraire c; donc 
prenant dans chacune d'elles la valeur de c, et subs- 
tituant successivement ces 7 —1 valeurs dans la pre- 
mière intégrale déjà trouvée, on aura , compris cette 
première intégrale, un nombre x d'équations différen- 
tielles de l’ordre n— 1 , qu’on pourra aisément sou- 
mettre par les règles ordinaires de l'élimination , à 
nfavoir que la seule constante arbitraire c, et qui, 
conséquemment , satisferont toutes à la proposée. Par 
exemple , l'équation différentielle du troisième ordre 


(1—zx) dy—3d'ydx—0o.... (a), 
a pour première intégrale, l'équation 
(1— x) dy — odydx +cdx®—=0..,. (b); 
pour seconde intégrale, l'équation 


dy — xdy — ydx + cxdx + c'dx=0..,,(c), 
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enfin pour l'intégrale finale, l'équation 


y — ty +cx + c'x + c'—0.... (d) 


Prenant dans chacune des équations {c) et (d) la va- 
leur de c,et substituant successivement ces deux va- 
leurs dan l'intégrale première (b), il vient les deux 
équations 


x(1—x) ddy— FAT) PE (y—c ns (Ce), 
et 


2° (1—x) dy—2xdydx—92ydx +oxydx®—2cxdx* 
LCL OU ETES 


: : 


éliminant entre ces deux dernières équations Ja cons" 
tante arbitraire c”, il vient celle 


x? (x—1)ddy+oxdydx—s (y+c')dxt=o.:.., (9). 


Or, il est aisé de voir que les trois équations diffré- 
rentielles(b),(e),(g) qui ne renferment chacune qu’une 
constante arbitraire, étant différentiées, reproduisent 
l'équation différentielle du troisième ordre (a); donc 
cette derniere équation a au moins trois premières in- 
tégrales. Nous verrons tout-à-l’heure qu’elle en a da-. 
vantage. | 


453. De même qu’on vient de trouver qu'une équatign 
différentielle de l’ordre 7, a au moins un nombre n 
depremières intégrales, on prouvera aussi que chacune 
de ces intégrales à au moins 7 — 1 premières inté- 
grales , ‘etque par conséquent l équation différentielle 
de l’ordre 7 a au moins n ( 7 — 1 ) secondes intégrales, 
et par un raisonnement semblable, que l'équation en 
question à au moins 2 (n—1})(n—2) troisièmes in- 
tégrales; et continuant ainsi de suite, on finira par prou- 


ver que l'équation différentielle de l’ordre x a au moins 
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un nombre 1.2.3... n de ( n—1})"‘" intégrales , les- 
quellessontdes équations différentiellesdu premierordre. 
Mais toutes ces équations différentielles du premier 
ordre ne peuvent avoir que la même intégrale, donc 
l'équation différentielle proposée de l’ordre n, et toutes 
ces intégrales différentielles de différens ordres, de- 
puis celui » — 1 jusqu'au premier ordre , n'ont qu'une 
intégrale finale , laquelle résout toutes les questions 
dont les équations différentielles mentionnées ci-dessus, 
peuvent être considérées , conformément à ce qui a été 
démontré à l’article 451, comme étant les traductions 
en langage analytique des énoncés de ces questions. 


454. Nous remarquerons ici, que c'est à tort que 
plusieurs auteurs ont insinué dans leurs ouvrages, que 
les équations différentielles de l’ordre n n'ont que n 
premières intégrales; car, indépendamment de ces n 
premières intégrales qu’on peut toujours obtenir par 
l'élimination des constantes , comme nous l’avons fait 
précédemment, on peut encore très-souvent intégrer 
l'équation différentielle de l’ordre 7 proposée de plu- 
sieurs manières différentes, ce qui donne autant de 
premières intégrales, ou équations différentielles de 
l’ordre 7 — 1, qui diffèrent essentiellement entre elles, 
et de celles trouvées par le calcul indiqué dans l’ar- 
ticle 452. Par exemple, prenant encore la même équa- 
tion différentielle du troisième ordre 

(i1—zx)dy—5dydx =o......(a), 
qu'à l’article 452, soit fait d’y—zdx*, d'où d’y—dzdx, 
ce qui transforme l’équation (4) en celle du premier 
ordre , | 
(1—x)dz—5zdx—=0o, ou SRI Sn 
Z 1—X 


dont l'intégrale estz (1—x}—c", et substituant 
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2 
à la place de z sa valeur Fa ; il vient l’équation dif- 
Férentielle du second ordre 
Cr x) y. "dx... (0), 

quiest encore une première intégrale dela proposée (a), 
et est essentiellement différente de celles (b), Ce), (2) 
de l’article 452. 

Siactuellement on multiplie l'équation (a) par 1-x, 
et qu'on ajoute au produit l'équation identique 

dydx? — dydx° =o, 
on aura celle . 
(1— x) dy—3(1—x)dydx+dydx? — dydx® —0, 
ou [(i—x)#dy—2(i—x)dydx]— d'ydx 
+ [xd’ydx + dydx*]— dydx* — 0, 

dont il est aisé de voir que la première intégrale est 
(i—x) d’y—dydx+xdydx-—ydx+c"dx"—=0... (c), 
équation différentielle du second ordre quiest encore ab- 
solument différente de celles (b) , (e) , (g) de l’article 
452 et de celie (b) de cet article ; donc, sans approfondir 
si l'équation (a) peut encore être intégrée une première 
Fois de quelqu’autre manière , nous voyons d’abord que 
cette équation a cinq premières intégrales (b} , (e), (g), 
(art. 452), et (b), (c) de cet article qui sont abso- 
lument différentes. Or si, suivant la méthode de l’ar- 
ticle 452 , on cherche deux autres intégrales premières 
par le moyen de celle (b), qu’on en fasse autant par 
rapport à la première intégrale (c), on aura quatre 
autres intégrales différentes entre elles, ce qui fera en 
tout neuf premières intégrales de l'équation (a) essen- 
tiellement différentes entre elles. 


455. Il suit évidemment de ce que nous avons dé- 
montré précédemment, que si l'on peut intégrer une 
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première fois de #7 manières différentes une équation 
différentielle de l'ordre n entre deux variables , on 
pourra parvenir à trouver l'intégrale finale de la pro- 
posée, sans intégrer les équations différentielles d'ordres 
inférieurs n— 1 , n—2...9,1 : car par le moven des 
n premières intégrales, on pourra aisément éliminer 
les n— 1 quantités d'y, d"y...dy, dy, ce qui 
conduira à une équation délivrée de tout facteur dif- 
férentiel, qui sera l'intégrale finale de l'équation pro- 
posée. Par exemple, intégrant une première fois de 


f 


trois manières différentes l’équation 

(1— x) dy — 5dydx — 0...... (a), 
nous avons trouvé les trois premières intégrales 
(i—x)y—o2dydx+cdx"—0o [éq.(b) art. 4521 (, 
(t—x) d°y—c"dx— 0 [éq.(b) art. 454] 
QG-x)d'y-(1-x)dydx-ydx®+c"dx=o[éq(c), art.4541, 
éliminant dy entre la première et la seconde de ces 


équations , ensuite entre la seconde et la troisième , et 
divisant par dx, il vient 


2(1—x)" dy — (c"+c)dx+2cxdx—cx"dx Les 
Q—x)dy+y (1—x)dx—(c"+c")dx4-c'xdx= 0. 


Enfin éliminaut dy entre ces deux dernières équations, 


(*) Cette intégrale nous a été donnée par la méthode des inté- 

grations réciproques. En effet, 
d[(1—zx)d?y]=(1-—2x)d5y — dxd?y, 

et-retranchant des deux membres de cette équation 2dxd?y , on à 
d'[(1—x) d'y] —2dxd?y = (1—x) dy —3dxd?y, d'où 
SlG— x) dy — 3dxdy]=(1—x) dy — 2 fdxd'y + cdx?, 
Mais dx étant constante, on a f'dxd?y — dx/fd (dy ) = Rent À 
done 


SC x) dy3dxdy=0]={(1 — x) d°y —2dydx+cdx= 0]. 
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divisant par dx, et représentant respectivement par 
€, D'iseriles Luantités constants indéterminées et ar- 


+ de, on a l'équation 


ee a 


bitraires _ ne Get 
primitive 

Y(1—x) + +cxr+c"—o, 
qui est l'intégrale finale de l'équation (a) , etest iden- 
tique avec celle (d) de l’article 452. 

-456. Nousavons vu au chap. IV de la seconde section, 
que toute équationdifFérentielle du premier ordre à deux 
variables est susceptible d’être intégrée exactement par 
la multiplication d’un facteur (art. 360 ), et même 
d’un nombre infini de facteurs qui sont formés des 
produits du premier facteur par une fonction quel- 
conque de l'intégrale cherchée [ art. 368 | ; mais 
ces facteurs étant la plupart du temps extrêmement 
difficiles à trouver , on pourroit , dans certains 
cas, tenter le moyen suivant pour intégrer l’équation 
proposée, et qui dispenserait de chercher le facteur 
propre à rendre exacte l'équation différentielle pro- 
posée. | 

Différentiant l’équation- différentielle du premier 
ordre qu'on veut intégrer , on aura une équation dif- 
férentielle du second Sntet qu'on cherchera à inté- 
grer une première fois de quelque manière qui pro- 
duise une équation différentielle du premier ordre 
essentiellement différente de la première, et éliminant 
entre ces deux dernières équations la différentielle de 
la variable qu’on a considérée comme ne variant pas 
uniformément ; enfin divisant l’équation résultante par 
la différentielle de la variable considérée comme va- 
riant uniformément , on aura une équation primitive 
qui est l'intégrale de la proposée. 
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EXEMPLE. Intégrer l'équation 
xdy — ydx — x°dx — adx=—0...... (a). 


Différentiant cette équation en considérant dy comme 
variable , et dx comme constante , on a, toutes réduc- 
tion faites, l'équation différentielle du second ordre. 


\ ddy— 2dx" = 0, 
et intégrant une première fois, il vient 
fd(dy)—=2dx fdx + cdx , + 
ou dy = 2xdx + cdx; 
substituant cette valeur de dy dans la proposée (a), 
et divisant par dx, on a l'équation primitive 
X°—yH+cx—a—=o, 


dans laquelle c est la constante arbitraire et qui est 
l'intégrale complète de l'équation proposée (a). 


CHAPITRE VE 


De la résolution par approximation des équa- 
tions différentielles entre deux variables et 
du second ordre qu’on ne peut résoudre exac- 
tement , lorsqu'on éprouve des difficultés 1n- 
surmontables pour trouver les facteurs propres 
à rendre ces équations exactementintégrables. 


457. LE a donné dans les Novi Commentarit 
Acad. Petropolitanæ | tomes IX et XVII, ainsi que 
»dans son grand et superbe ouvrage ayant pour titre 
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Înstitutionum Calculi integralis, tome Il, section L 
chapitres VII, VIII et IX des Réthodes pour ré 
soudre par approximation les équations différentielles 
et linéaires du second ordre généralement représentées 
par 
d'y + X dydx + 'yEdx* —=0......(452); 

X et Æ étant des fonctions nn de x. Mais 
ces méthodes qui tendent toutes à réduire les résolu- 
tions par approximation des équations du second ordre 
à celles du premier , et qui changent suivant les mo- 
difications que l’on fait éprouver à l'équation géne- 
rale (452), peuvent, ce me semble, se réduire à une 
seule méthode qui, satisfaisant à l'équation (452), 
prise dans toute sa généralité , satisfait de même aux 
cas particuliers qui dépendent des différentes valeurs 
qu’on peut supposer à X,et £. En effet , soit fait 


DT ANR (453) , 
d’où dy — eJ=dx dx et ddy — ef dx Ext dz] dx : 
substituant ces valeurs dans l'équation (452), on a l’é- 
quation différentielle du premier ordre, 
dz + 2°dx + zXdx + Edx —o.....(454); 


laquelle étant intégrée par approximation, (chap. VII, 
sect. IT), donne zen une suite indéfinie de termes fonc- 
tions de x; d’où l’on conclura par des simples intégra- 
tions de fonctions différentielles du premier ordre à 
une seule Yariable , la valeur de fzdx en une suite 
indéfinie de termes fonctions de x, et par conséquent 
on aura la valeur cherchée de y. 


458. Faisons l'application de cette méthode générale 
à la résolution de l’équation 


ddy + ALNUE" = GRETA T)), 
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dont Euler s'occupe uniquement au chapitre VII de 
la” première section du tome second de |’ ouvrage cité 
plus haut. 


Comparant la proposée (455) à l'équation générale 
(452), ona X—oet£— ax", ce qui réduit la trans- 
formée générale (454) à celle 

dz + z°dx + ax"dx = 0,.....(a), 


qui est précisément de la forme del’équation du comte 
Riccati [équat. (312), art. 351 |. Ainsi, tant quel’ex- 
posant z de x sera égal à un des termes de la suite 
indéfinie, qui a pour terme général la formule (317), 
{[art. 351 |], il sera possible ‘que la valeur de z soit 
donnée par une suite finie de termes, et que si tous 
ces termes multipliés par dx sont de même exactement 
intégrables , la valeur de Ÿ [ équat. (453) ] soit exacte, 
et alors l'équation proposée (455) se résoudra exacte 
ment (*). 


(*) Soit par exemple nr — 0, ce qui donnera à intégrer l’équa- 
tion, 
ddy + aydx? —0......(A), 
dont la transformée est 


dz+ z°dx + adx —=0......(B), 
4 I cva—z * 
d’où CA Ta (runs = ). (0); 


Va+ez 


en représentant par € une première constante indéterminée et arbi 
traire ; mais de la transformée (B) on tire 


fzdx = — vi: pe chu à 


— 


= 
a+2z Va+ 7 2 


en représentant par ©” une autre constante indéterminée et arbi- 


traire; donc substituant cette valeur de /zdx dans l’équation (453), 


/ Re 
C 4 2 
, . c'—ay ‘ 
À viendray = = ; d’où z = 4 , et substituant 


Mate, » 
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Mais supposons que l’exposant 7 est un nombre en- 
tier et positif, ce qui rend l'équation (a)inséparable, 
et cherchons dans ce cas-là à résoudre par approxima- 
tion l’équation proposée (455). Soit fait 


2—=A+Bx+ Cr +Dat...+Mar Par HO, (b), 
en représentant par À,B ,...P,Q des quantités cons- 
tantes indéterminées, et nous arrêtant au terme où x 
est élevé à la puissance n +- 1, parce que, comme nous 
le verrons tout-à-l'heure , ces 7 + 2 termes sont suf- 
fisans pour faire connaître tous les autres termes de la 
série. Différentiant l'équation (b), il vient celle 


dz = [B + 2Cx 4+3Dx°...+ (n+ 1) Qx"]dx....(c), 


et substituant les valeurs de z et de dz [éq.(b)et (c) | 
dans l'équation (a), on a celle 


A2 LH 2AB }x +oAC)xt.....+ JAPAT" 


CH +  2BMU 
Ÿ Es at =» 
+B -HaC) +6) +(n+1)Q 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
æ, donne les équations 
a 


B=— — A, C= A, D ——A4f...Q—2+E Ar ——— ; 
; à R n+1? 
cette valeur de z dans l’équation (c), il viendra celle x — PE 


ALP AETMEDET AS 

arc (une == re) . (D), qui est l'intégrale com- 
| yvVa+c V’c = AVS 

plète de l'équation (A). On aurait pu intégrer directement la pro- 

posce (A); car étant de la forme de celle (440) , [art.431 ], on a 

son auxiliaire qui est m°?+a — 0, donc m—y—a èt m'—=—#y—4, 

d’où il résulte, d’après l’équation (a) de l’article 432, que 


J =ecos(Vax) + c/sin( Vax). | 
Substituant 


mn. 


Cu 
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substituant ces valeurs dans l'équation (b) , on a 


2 A Ar AA (Anti EN omer, Co), 


les signes supérieurs lorsque n# est un nombre impair, 
les inférieurs dans le cas contraire ; donc 


Aïx  A%x3  Afré 
feda=Ax —— + nn ——— 


. 
+ 1 (arts ee PA é 
AG En JE Ga): :: 
Or l'équation (453) qu’on peut écrire ainsi qu'il suit , 
ly = fzdx , 


étant complétée èn y ajoutant le logarithme d’une 
constante arbitraire c, donne ly = zdx + lc, ou 


L 


== eJzdx d'où y ce/=4x : développant en série 


le facteur exponentiel, on a 
LE T. [+ Éd +- CR pete. ], 


et substituant la valeur de f/zdx donnée par l'équa- 
tion (d), en ne poussant le calcul que jusqu’au terme 
où x est élevée à la puissance 7 + 2, on aura, toutes 
reductions faites, | | 
cax"+2 

(n+i)j(n+o2)" 

ou , à cause de l'arbitraire de la constante c et de celle 
À , qui estla seconde constante arbitraire qui doit en- 
trer dans l'équation primitive de l’équation différen- 
tielle du second ordre (455), faisant c’ — cA, on aura 


y—=c+cAx— 


ca x"+r2 


Pi A Rae ETS DR EE LES HE Ce 


2, 19 
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Ayant les trois premiers termes de la valeur de jen 

série indéfinie , il nous sera aisé de prolonger cette série 
aussi loin que nous le voudrons. En effet , soit fait 


1-42 
J=ctér—e LDER mp te Faso # 
ex PCrPtdetee ss un (P);, 


toutes les letires grecques représentant des quantités 
constantes indéterminées. DifFférentiant deux fois de 


suite l'équation (f), on a ddy——[acx"—a46 (C-1)x°72 
=ya(o-1)-da(ac1)2 7 2e0(8-1 ) 207 2rœ(e-1)x7 dx, 

Substituant cette valeur de ddy, ainsi que celle de 
3, E équat. (f) ], dans la proposée (455) , et divisant 


par dx? , il vient , toutes réductions faites , l'équation 


aC(E—1)x yo (ut DL 72 LOI (x-1)x "7 ? 


+0(8-1)20 2 +ra(a-1)x 2 etc.— 
—c'ax "ti ——< ca CLOS PE PORN ES à éd (2) 


GE)" 
—ayx" CHR SAT ete. 


dont le nombre convenable des indéterminées exprimées 
par les lettrès grecques, permet de faire chaque terme 
du premier membre égal à celui qui lui correspond dans 
le second , et par conséquent de satisfaire à l'équation 
(2) , indépendamment des valeurs de x, ce qui donne 
la suite d'équations 


C—o —n+1, «(6 —1)——ac, w—2—on+), 
ca” 
9 &(o—1)— (His) ; NT , 
(A1) = — 02,0 — 2 — 0 +n, 0 0—1) = — ay, 
G—2—=\+n,7a(a— 1)=— ad, 
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d'où l'on tire 


En Gr » “= 
on CE CO CES y A=on+-5 , 
PR EE AS | 
Sa. D TEEN CE CNET) y #—5(n+7), 
ai 


HT 


2. 3(n+3)(2n+5)(5n+7)(n ES ÿ etc 


4 


Substituant ces valeurs dans l'équation (f) , il vient 
celle 


ax"+2 dre) \ 
Gt) 
LA em en - 


/ ant a x"+5 | 
MS L=— 1.(n+4-3)(n4-2)} REF 1.S(n45)(on+5)(n+40) 


…(456), 


| 7 x3n+7 
= rpm | 


qui est l'intégrale demandée, et dont on peut sans 
aûtre calcul, prélonger les deux séries d'après Ja loi 
qui régit chacune d'elles , et qui se manifeste d’une 
manière évidente. 

Il y a différentes valeurs particulières de n qui 
rendent la valeur précédente de y en partie ou en tout 
infinie ; il faudra donc dans ces cas chercher de quel- 
qu'autre manière la solution complète de l'équation 


(455) ; c’est à quoi nous parviendrons après avoir résolu 
le problème suivant. 


19.. 
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45g. PROBLÈME. Connaissant l'une des deux inté- 
grales particulières de l'équation 


d'y + Xdydx + yË£dx?— 0 [équat. (452), art. 457], 
que l'on obtient de l'intégrale complète en faisant l'une 
des deux constañtes arbitraires c ou c — 0, trouver 
l'autre integrale particulière, et par conséquent l'in- 
tégrale generale de la proposée. 


SOLUTION. Soit y— cf (x)...(a) 
l'intégrale particulière connue, et représentant par 
@ (x) , une fonction inconnue de x , soit 


PC ORDER) Se (b) 
la seconde intégrale particulière cherchée. Différentiant 
deux fois desuite l'équation (b) , substituant les valeurs 
résultantes de dy et ddy, ainsi que cellede y [éq. ()1, 
dans le trinome qui forme le premier membre de l’é- 
quation (452), ilest clair que l'équation ( b}) étant 
l’une desdeuxintégrales particulières de l'équation(452), 
le résultat de cette substitution sera égal à zéro, et 
on aura par conséquent, 
EC)Ccddftx)+eXd(fdo-+Ef(a)de"]+ftr)dde(x) 

cd f(x)de(x)+cX f (m)de(x)dx—=0......(c). 

Or le facteur de o@(x), n’est autre chose que le pre- 
mier membre de l'équation (452) , dans lequel on a 
substitué à la place de y, dy et ddy , la valeur de y, 
[ équat. (a) ], et les différentielles première et se- 
conde de cette valeur ; donc , puisque l'équation (a) 
est par hypothèse l’une des deux intégrales particu- 
lières de l'équation (452) , il s'ensuit que le facteur 
trinome de @(x) dans l'équation (c) est-=o; on a donc 
aussi 


SL G)dde(x)+adf(x)de(c)-+Xf (x)de(x)dx =0..(d), 
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et faisant 


de(x)=#"(x)dx...(e) d'où d’e(x)=d"(x)dx, 
on aura l'équation 
f(x) de (x) +2df (x)? (x)+Xf (x) à (x) dx 0 
qui étant divisée par f (x)? (x), donne celle 
dg'(x) , 2df{x) Nine 
Pa) FE A? 
dont l'intégrale est 
Lg (x) fx) =—/Xdx,où c'e (2) f(x) = ee Xdz 


d’où l’on tire 


: g > J'Adx 
p (x)=— PONS 
mais l'équation (e) donne &(x) = fo (x)dx , donc 
"ME 
Oro) 


substituant cette valeur de @ (x) dans l’équation (b), 
on aura pour la seconde MRSsale particulière de l’é- 


quation (452) 
il ES _ pe 


et par conséquent l'intégrale entière et complète de la 
proposée est 


NET *" ie ; 
=ebe+e (Gr, 
en Does par c’ la quantité constante arbi= 


traire - - 


71 Sachant que l'équation 
x (1x — 1) ddy — xdydx + ydx? = 0...... (f) 
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a pour l'une de ses deux x intégrales a SE 
VOX... (2). 

trouver l'intégrale entière et complète de: “+. 128 


sée (f ) 


Divisant V équation ( F ) par: ex: } éedinparaatilé € 
1 


quation résultante avec celle(452), on a — A « 
f° Met PE 
done e /Xdx—, “ HU dx 1; et tpuis 
que f(x) — x, ontaura "| (se) JC) 9 x 
lxdx 
Li 2[ + af fe :)] Céquat. USD: 
[= 1x dx 1 
mais , — =— —— — et— | ——-, done 
æ x & 


Net C'La\ | 7 
Y—=X MORE de = CT — CIXT, 


cé qui est l'intégrale complète de la proposée PET 
460. Nous allons maintenant nous occuper | des cas 
où certaines valeurs particulières de 7, mettent en 
défaut la solution par approximation (458) de l’équa- 
tion (455) : le: premier S% ces cas que nous considé- 
KeTONS,; est-celui où 7-2 ,:cést-à-dire celui où 
l'on a à résoudre l'équation #30 


à PA at 0. 41458): 


ear alors chacune des deux séries qui composent Îa 
valeur approchée (456) de y , devient infinie en gran- 
deur. Il faut donc chercher de quelqu'autre manière 
l'intégrale complète.de l'équation (458); c’est ce qui 
va être l’objet de nos recherches dans cet article, 


DES ORDRES SUPÉRIEURS. 295 
Soit fait y—cx"......(a), 
en représentant par c une constante indéterminée ar- 
bitraire , et par « une constante encore indéterminée, 
mais non arbitraire , et dont nous allons déterminer la 
valeur de la manière suivante. Différentiant deux fois 
de suite l'équation (a) , ce qui donne 
ddy — co (« — 1 Jr—2dx*, 

substituant cette valeur de ddy, ainsi que celle de y 
C équat. (a) ] dans l'équation (458), enfin divisant le 
résultat par cx*?dx*, on a l'équation complète du se- 


life 
9 RC. 


et substituant cette valeur successivement avec le signe 
+ et ensuite avec le signe — dans l'équation (a), en 
accentuant c dans la seconde substitution, on aura les 
deux intégrales particulières de l’équation (458); ainsi 
l'intégrale totale et complète de cette dernière équa- 
tion est . | 
fan. Le Am la 
J=cx 2 Hé 2 (459) 0). 


cond degré &°—w+a=o , d'où l'on tire «— 


[#7] Cette intégrale que nous avons tout de suite déduite 
d’une seule intégrale particulière, à cause du double signe qui 
précède /(1—4a), peut encore se déduire aisément de la 
formule (457) Lart. 459]; car ayant trouvé que l’une des deux 

1 + V{i—4a) 
intégrales particulières est y = cx 3 > d’où f(x):= 
1+-V{1— fa) 
x 2 , et d’ailleurs X étant dans ce ce cas ci = 0, la for- 
14 VG—{a) 
mule (457) donne y =7r 3 c+c ms | Or 


vais a) ? 


dx ax-VG—sa) 
TR ; donc représentant toujours par €” 
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Cette valeur de y est affectée d'imaginaires lorsque 

a étant un nombre positif dans la proposée (458), on 

a de plus « >: 7; car alors l'équation (459)se Ha 

en celle 

C VGa—x) vx RE RE 

y=VxLex é +c'x = (b) 

Mais il est aisé d'éliminer l'imaginaire {/—1, en 
Var) V=r + Var) V1 HA 
SVM V EUX End A ra À pre Ep 

observant que x . + | 


cos ME 0 7 + PE fic sl ie, : donc 


1 sin — 


pour le cas de a>7,ona la vraie ae de l'équa- 
tion (458), quiest 


J=Vzte AS End) APPEL AC Éd Le | (46 o)4 


Il peut encore arriver que a = +, alors l’uneet l’autre 
solution (459) et (460) ne donnent plus que l'intégrale 


particulière 
VC Ls. STI. CC}; dé 


de l'équation (458) qui, dans le cas que nous con- 
sidérons , devient 


| di + EE = 0......(461). 


Mais d’après ce qui a été enseigné à l’article 459, 
il nous est aisé de trouver l'intégrale générale de la 
proposée (461). En effet, comparant cette dernière 


1 


.,2 | Us EL ; : 
Ja quantité constante arbitraire VESTE) ? on aura léquation 
— (LA 


1+ V(i—4a) 
Y=2 ‘: Co cx-VG-49)] qui se réduit à celle (459) 
lorsqu'on effectue la multiplication. 
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équation avec celle (452), L'art. 457, et répétée à 
, . I 7 
l'article 459 |, on a À fente Aer ect de plus l'é- 
quation (c) comparée avec celle (a) de l’article (459), 
donne f (x) —yx ; donc substituant ces valeurs dans 

l'équation (457), [art. 459 |, il vient 
VEUT E + c’ =] 


ZT 


et intégrant , on a pour intégrale générale et complète 
de la proposée (461) , l'équation 


PE YiaT cp CII, 7, (462). 


461. La formule générale (456) de solution par ap- 
proximation de l'équation (455), ne donne que l’une 
des intégrales particulières et par approximation de 

Vis NC 1— 2m 
cette dernière équation, 1°. lorsque EAP 


(1+om) , 
LÉ BR REX en représentant par m2 un 


:2°.lors- 
que n — 


nombre entier et positif; ear dans le premier cas, la 
première série de la formule (456) a tous ses termes 
divisés par zéro, à partir de celui où le coefficient de 
n dans le dénominateur est — m (*) ; mais la seconde 


(*) En effet, les coefficiens de 7 dans cette première série, for- 
mant la progression par différence + 1.2.3.4.....m , en s’arrêtant 
au mieme lerme ; les nombres qu’on ajoute à 7 ,2n, 3n..... mur 
forment la progression par différence + 1.3.5.7.....1+2(m—1); 
donc au terme de la série en question où il commencera à y avoir 
au dénominateur rm» facteurs bmomes n+1,2n + 3,3n+5..... 
le dernier ou mieme facteur sera mn + 1 +2 (m—1) ou mn+2m—1, 
— 2m 


, 4 I 
mais par hypothèse n = ; donc ee facteur sera 1 — 27 


te QI em 1 = O. 
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série conserve tous ses termes de valeur significative 
et degrandeur limitée; donc, représentant par S’ cette 
série, onne devra conserver de l'intégrale générale (456) 
que l'intégrale particulière 


3 = cs"; 
d’où l’on conclura que l'intégrale générale de la pro- 
posée est 


y=S FE te ff en) Céd. (457), art.459]. 


De même dans le second cas, la première série de 
l'équation (456) conservant ses termes de valeur signi- 
ficative et de grandeur finie , ceux de la seconde , à 
commencer du ( m1 )°" terme, seront infinis (*) ; 
ainsi on ne devra conserver de l'équation (456), que 
la première série , et représentant cette serie par S, 
il s’ensuivra que l'on n’aura que l'intégrale particu- 
lière 
= cS: 

mais par le moyen de la formule (457) , [ art. 459 ], 
on en conclura que l'intégrale générale de la proposée 


t 
+ y=S Ce+c [5 use. 


(*) En effet, les, premiers termes des facteurs binomes da 
(m+1)ieme terme formant la progression par différence : n.2n.3n 
aie mn , les seconds termes formiétit Ji progréssion par différence 
33.5.7.....,3+ 2(m=7+); donc le mitmé facteur binome de ce 

terme sera mn+ 3-2 (m—1) où mn + 2m + 1; mais pär hypo- 
(1+2m) 


7 


thèse on an — — ; done ce facteür sera — 1 — 2m 


+ 2 he 1 = O. 
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EXEMPLE. Jntégrer par approximation l'équation 


dx° | 
dy+ = 0......(a), 


Comparant cette équation avec celle (455), il vient 
1 — 97 . 
a—=1etn——1—=————, en faisant dans cette 
m 
dernière formule m = 1 ; donc n'ayant égard qu'à la 
seconde série de la formule (456), ona 
ce PE x 


D'ETNRD Re [= E+ 1.2°, 3.192: 8. 4 
a 1.21: 
Fr 8. 4:85 cte. | 


Elevant la série entre crochets à la puissance — 2 par 
la méthode enseignée à l'art. 33 ( tom. I, pag. 46) , et 


multipliant le dévéloppement par dx, on trouve bien 
vite que 


dx =E dx 1gxdx pente 


AE 7x 
BAT 5 Fa MR RAA 72 Nr 
d'où 
dx 1 DAATOE LES 
[= mag here + etc 
Multipliant cette série par cS’ Œ CT — de. + ete.) ; 
| 2 


et substituant ces valeurs dans l'équation (463), on a, 
toutes réductions faites , 


3 = (+0) (F4 ae) 


1 1 
— (i—ir—i pa ete. , 
2 : LES 


2 
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ce qui est l'intégrale par approximation de l'équation 
proposée (a). 

462. L'application que nous avons faite de la mé- 
thode enseignée à l’article 457, pour résoudre par ap- 
proximation l'équation générale (452), dans le cas où 
l'on a dans cette équation X—0oet £—ax", étant suffi 
sante pour faire connaître au lecteur comment il doit 
opérer pour toute autre valeur des fonctions X et £ 
de x, nous ne nous arrêterons pas davantage sur ces 
résolutions par approximation; mais avant d'abandon- 
ner efitièrement ce sujet , nous pensons qu'il est à 
propos, et même très-utile, comme nous le verrons 
tout-à-l’heure, d'observer que l'intégration de l'équation 


du + u°dx + ax"dx = 0...... (a) 
du comte Riccati, peut aisément se ramener à celle de 
l'équation (455). En effet, faisant 
(b).. .y=efudx, d’où I udx...(c), 


(d). Lee de et du Les ae 4 (8)$ 
+ 4 
ensuite multipliant l'équation (a) par ydx, ce qui 
donne celle 
ydxdu a. yu’dx* à PS POLE O, 
et substituant dans cette dernière équation les valeursde 
dxduléq.(e)]etdeu?dx?[ éq.(d) ],ona, toutes réductions 
faites, l'équation (455) qui, étant résolue, donne y=fx, 
Rdy PAT di 

a où sou dly=difx; or, de l'équation(c) ontire u= _ x 


donc 
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difx 
u= Ep, 


ce qui est l'intégrale de l'équation (a). 

463. Cette manière de ramener l'intégration de l'é- 
quation du comte Riccati à celle de l'équation (455), 
peut être souvent utile lorsque la première de ces équa= 
tions n'est pas séparable, et qu'on veut cependant la 
résoudre par approximation ; elle peut même être encore 
utile lorsque l'équation du comte Riccati étant sépa- 
rable , le nombre représenté par nest tel, que l’inté- 
gration de l'équation (455) peut s bcthes exactement, 
et est plus aisé à obtenir que celle de l'équation (a). 
Par exemple, soit proposé d'intégrer l'équation 


; dx 
du + dx + = 0 CA (gg), 
qui, comparée avec l'équation (a) , donne 
== 3G et n=— 9: 


Substituant ces valeurs dans l’équation (455), ona 


celle 
5ydx* 
. JT Ga B6x  ? 


qui est de la forme de l’équation (458), [art. 4601, et 
dont conséquemment l'intégrale donnée par l’equation 


(459) est ï 
pécrt + c'x; 
donc l'équation ( f ) donnera celle 
bcxŸ + c’ 


6x(cx°+ c') 


a 
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ou, divisant les deux termes de la fraction par c’, et 


. . . C 
représentant la quantité constante arbitraire - par c, 
C 


on aura 


He D Dex 1 
6x (cx°+ 1) 


ce qui est la solution complète de l’équation (g), et que 
nous avons obtenue ayec beaucoup moins de calcul par 
le moyen que nous venons d'employer, que si nous 
nous étions seryi de la méthode enseignée à l’article 351, 
en transformant la proposée en une équation homogène, 
et intégrant cette transformée, (art. 330). 


505 
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SECTION IV. 


Supplémentaux trois premières Sections. 


CHAPITRE 1", 


Intégration simultanée de certains systèmes 
d'équations. 


464. Novs avons déjà fait voir à l’article 446, com- 
ment, étant donné un système de m—1 équations li- 
néaires d’un ordre quelconque 7 entre un nombre m de 
variables u, æ, y, z......, on doit s'y prendre pour 
trouver les valeurs des variables w, y, z...., en fonc- 
tions de x qui satisfont simultanément aux m—1 équa- 
tions proposées. Nous allons dans ce chapitre nous occu- 
per des mêmes recherches pour certains autres systèmes 
d'équations, et commençant par celles du premier ordre, 
nous nous proposerons d'abord de trouver les valeurs de 
+ et dez en fonctions de x qui satisfont simultanément 
_ aux deux équations 


(Az + By)dæ + Ddz + Edy = Xdx Lt 
(Hz + Iy)dx HKdz+ Ldy = £dx J°°*° 
dans lesquelles les lettres A...E, H...L représentent 


des quantités constantes déterminées, et À, # des fonc- 
tions quelconques de x. 
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Eliminant successiyement dy et dz entre les deux équa= 
. tions (465), on a les deux suivantes 


C(AL—EH)z +(BL—EI y ]dx+(DL—EK)dz 
—=(LX— Ef)dx 

CCDH—AK):+(DIBK )y de +(DL— EK)dy (a), 
—(DE—KX)dx 


lesqu elles étant divisées par DL — EK,, et faisant pour 
abréger 


_AL—EH ,_BL=EI D | 
DES ERS PES DE ER" SOMIEE ER cA 
DEAR  LDIBR ONE RX 8e), 
RDS ER CS DLÉSER? 0 REX | 


se réduiront aux deux équations 
(az + by)dx + dz = X'dx 6 
(mz + ny)dx + dy —E'dx } es e(409) 
Multipliant la première de ces équations par un facteur 


indéterminé €, et ajoutant le produit avec la seconde 
équation, on a celle 


[Ca£+m}z-+(b6+n)y]dx+ dat dy [EX +E dx, 

ou 

aG+m 

GE+n)| 7 
Mais à cause de l’indétermination de la constante €, 

soit fait | 


am à a—n+t% VA EG =n) 
béEn ES ; d OL Cu HS UTr O1 do dE . (468) : 


Tennety ]dx-+Gda-+dy=tex" +8 Jdx (b). 


or cette dernière équation donnant deux valeurs de € 
que nous représenterons respectivement par 6” et C”, 
nous aurons en substituant successivement ces deux va- 

leurs 


AUX TROIS PREMIÈRES SECTIONS. 305 
valeurs de € dans l’équation (b), les deux équations 
en) + pd + AC 9) CC HAE) 
(bC"+n)(C'z+y)dx+d(C"2+y) =(C'X'+8 def" 
ou faisant pour abrèger 
p=b+n,u—Cz+y, A E (469) 
p=b"+n,u—<C'z+y; E=CX+HES 3° 
on aura les deux équations 

pudx +du = X'dx 
p'u"dx + du"=£'dx, . 
qui étant de la forme de celle (298)[ art. 542], ontres- 
pectivement pour intégrales complètes les équations 
u—=e Pr (c+/fX"e"*dx) 

u'—e P'Æ(c + [£'er"*dx) } 

dans lesquelles c et c’ représentent des constantes arbi- 


traires. Mais des seconde et cinquième équations du 


groupe (469) combinées ensemble, tirant les valeurs 
de yetdez,ona 


C'u" ee. Cr L uw! se TA 
=, = En Le NO), 
et substituant dans ces deux dernières équations les va- 
leurs respectives de €”, 6”, u’ et u” [équat. (468) et 
(470)]}, on aura les valeurs demandées de y et de z. 
EXEMPLE. Etant données les équations différentielles 
(443 + 49y)dx + 4dz + 9dy = xdx @ 
(342 + 38y)dx + 3dz+7dy —=e dx J'" 
de deux surfaces courbes , trouver les équations primi- 
tives des projections de l'intersection des deux surfaces 
sur les plans coordonnés des xy et des xz. 
Comparant les équations (d) avec celles qui leur cor- 
2. 20 
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respondent respectivement sous le n° 465, on a A=44, 
B—49, D=4, E=g, X=—zx, H=—34, 1=—538, 
K=3, L—7et £ —e*. Substituant ces valeurs dans 
les équations groupées sous le n° 466, il vienta—2, 
b—1,X'—7x—ge",m—=4,n—=betf— /4e—3x. 
Mettant les valeurs de a, b, m et n dans l’équa- 
tion (468), on a 61 et C"——4; d'où p — 6, 
p=1, X'—=4x— 5e" et £" = 40e — 31x [équat. 
du groupe (469)]; donc fX'e#dx = 4 fxeñ*dx 
— Bfe*dx = $et(x —})— 2 e7*[voy. la formule (214) 
art. 266], et JSE"eP'dx — 4ofe*dx — 51 fxe*dx 
— 9067 — 31e*(x — 1). Substituant ces valeurs dans 
les équations (470), on a | 


u — Ce PE Le + 

et u"—= c'e = — 31x + 9067 + Gr, 

Enfin mettant ces valeurs de w’ et de u”, ainsi que 
celles de €” et 6” dans les équations (471), on a pour 
équations de projections sur les plans coordonnés des 
xy et des xz de l'intersection des deux surfaces, celles 


" 1 24 | 17 55 
= AceT$r HE c'e Les 1 x L — 
/ 56 


2 cer c'es — 29 67 ARE PPT ° 
7 ? 9 

* 465. Tant que b et m sont de même signe, ou qu’é- 
tant de signes contraires, on a 4bm<(a—n)*, il 
est clair qu'il n’y a rien à changer aux résultats trouvés 
dans l’article précédent. Maïs si b et m sont de signes 
contraires, il peut arriver 1°. que 4bm—(a—n), 
ce qui donne 6€ — €"; 2°. que 4bm >> (a—n), ce qui 
rend les valeurs de €” et de 6” imaginaires. Nous allons 
dans cet article examiner le premier de ces deux cas qui 
semble offrir beaucoup de difficultés, car €’ étant —€", 
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chaque couple d'équat.(e) et (470) [art. 464]se réduit à 
une seule équation , et les équations (471) donnent y—; 2 
"et z=;5, sans pouvoir déterminer à priori les valeurs 
de ces fractions vagues ? pär les méthodes enseignées 
au chapitre VIII du Calculdifférentiel, (art. does À 
Mais toute la difliculté disparaîtra , si nous parvenons 
à éliminer des valeurs de yet de z les quantités qui 
constituent la différence de 6” et ©” ,ainsique des autres 
élémens du calcul , qui ne différent entre eux qu au— 
tant que 6” et 6” sont différens. Pour parvenir à ce 
but , soit fait 


_a— V/{bm +(a— ny 
Ds —— he O7) CM 


ce qui donne 6 = q + « et €” — q—« [ éq. (468) ]. 
Les intégrations des équations (470) donnent pour u’ 
et u” deux valeurs en fonctions de æ, qui diffèrent 
entre elles tant que 6’ diffère de 6” ; soit donc 


{u=F (x) +f(x) etu"=F(x)—f(xr)}...(a) 
substituant ces valeurs dans les équations (471), ona, 


JG) 


toutesréductions faites, y—F(x)— ne HE Rs 


donc y—="F (x) —gz..... (473), 


d'où PRES (x) — qdz. Mettant ces valeurs de y et 
de dy dans la seconde des deux équations (467), il 


vient celle 


nF(x)dx+dF(x)-£'d 
RTE, 470), 


qui est de la forme de l'équation (298), (art. 342), et 

dont conséquemment l'intégrale sera immédiatement 

donnée par l’equation (299). Ayant la valeur de z en 

fonction de æ, il n'y aura qu'à la substituer dans 
20. 


du + IT bus PEdE 


308 ’ SUPPLÉMENT : 


l'équation (473) , et l’on aura par ce moyen les deux 
équations primitives demandées. 


F EXEMPLE. Trouver les valeurs de y et de z en fonc- 
tions de x, qui satisfont simultanément aux deux équa- 


tons 

(112 + 31y) dx + 4dz + ody = e° 

(8z  24y )dx + 3dz + 7dy —e. 

Comparant ces deux équations avec celles (465), ona 
A 11 Per, Dex. Fig Ar do DE 0e, 
K—3,L=—7 et £—e"*: substituant ces valeurs dans 
les équations (466), il vient a = 5,b=—1, X'—7eT-9e°7, 
m=—1,n— Get — 4e —. 3e, donc q = 1 
Céquat. (472)] et V/4bm + (a— n}°—0, d'où €/=€"=1 
ce qui donne f (x) — o, et par conséquent u°—=F (x), 
Ç[ équat. (a) |, mais p—4 et X"— 4e — Be’ [ir 
et 3‘"* équations du groupe (469) ] donc w' ou 
F(x)—=eT#(c+4fedx—$5 feÿrdx) [1'° éq. (470)] 
= cet Lier —26e%*; donc 
dF (x)= (— 4ceTt + &e — et) dx: 

substituant ces valeurs dans l'équation (474) , il vient, 
toutes réductions faites , 


dz + 4zdx — (er et ce {47)dx, 
et intégrant par le moyen de l4 formule (299) [ art. 
842], on a pour la première des deux équations de- 
mandées , 

z = e— er — crev#t + ele; 
substituant cette valeur de z ainsi que celles de F(x) 
et de q dans l'équation (475), il vient 

A D 2m 19 ox mn 

(e ei® 7 NETTEN NT AR 
qui est la seconde des deux équations qu’on cherche. 
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466. Si b et m étant de mans contraires, on a 
4bm>(a—n}), alors les valeurs de 6” et de 6” sont 
imaginaires [ équat. (468) |, ce qui rend aussi imagi— 
naires les valeurs dê p’ et de p”, ainsi que celles de x" 
et de £"T équat. (469) ]. Mais la marche du calcul pour 
l'intégration reste la même que celle indiquée à l’ar- 
ticle 464 , sice n'est qu'il faut substituer aux quantités 
exponentielles imaginaires, telles que e#7%V"1, leurs va- 
leurs trigonométriques cos gx E ÿ/ — 1 sin gr. Par 
exemple , soit proposé d'intégrer simultanément le sys- 
tème des deux équations 
(22 + 31y )dx + 4dz + gdy — edx } 
(z +24y Jdx + 5dz + 7dy — 5dx } 
On trouve à l'ordinaire, par le moyen des équations 
(466), (468) et (469), que a=5,b=1, X'—=7eT— 07, 
m—=—92,n—=3, 4 — 12— 3e”, C’ nier D! JTE A 
Ci Vi PV, paf, 
X'= (4HIV—1) 85H91 et 
É"—(4—7V—r)e—3(5—94ÿ — 1 ). Subs- 
tituant ces quatre dernières valeurs dans les équations 
(470) , on a celles 
ets eV L (4 +7 Ya) fs eV de 
— 8(5+9y/—1) See vV-idrte] 
Wu eTATeV IT (4 —7 y —1) fete -V dx 
— 3 (5—9y— 1) fetre-Vidr+ 7; 
et passant des quantités exponentielles imaginaires 
eV"! aux binomes trigonométriques cosx sin x /—28 
il vient 


uw — e7{*(cosx—1/—1 sine) (47 V—1)(Jetcosxdx 
Féfu Je’ sin xdx ) —5(5+-94/—1)( fe{r cos xdx 

À V/— 1 fe! sin xdx) + c]......... (b) ; 
u"—e"{#*(cos x+ Na L)[ (4—7 V/—1)(fecos Fa 
— Ve fer sin xdx }— 3(5—094/—1) (Jet cos xdx 
—4/ —:1 fets sin xdx ) c’ 4 FLN RCE (c). 


 d 
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Or, par le moyen des formules (274) et (272), (art. 
509) , on a 

7 (5 cos x + sin x) 


fe cos xdx = ME ei Ê 


el7 (4 cos x + sin x) 


fe” cosxdx = 


17 
Sx 5 : 
: e Sin X — COS æ 
[et sin xdx — ee CREER QE 
26 
4x RE L. 
É e Sin Æ — COST ‘ 


Substituant ces valeurs dans les équations (b) st (c}; 
et ensuite les valeurs résultantes de w’ et de u”, ainsi 
que celle de €’ et €” dansles équations (471), on aura 
les valeurs demandées de y et de z. Nous ne pour- 
suivrons pas ce calcul, qui n'offre plus de difficultés. 


4687 Si DL—EK , je dis quelesdeux équations (465) 
appartiennent à une seule surface courbe dont l'é- 
quation primitive est donnée par la combinaison des 
deux équations différentielles proposées (465) , et que 
conséquemment le problème résolu dans les articles 
précédens, qui a pour but de trouver les équations 
des projections sur le plan des xy et des xz de l'inter- 
section de deux surfaces courbes, devient impossible à 
résoudre dans ce cas-ci; en effet, de l'équation 

$ DL , 
DL — EK,, ontireK = PF substituant cette valeur 


4 


dans la seconde des équations (465), multipliant le 
résultat par E, et la première des pe (465) par 
L, ona les AE équations 
L (Az+By) dx + L(Ddz+ Edy) =LXdx 
E (Hz+ ly ) dx + L(Ddz+ Edy) = EE dx; 
d'où éliminant L( Dadz+-Edy) et divisant par dx, 
L 


_ 


* \ 
AUX TROIS PREMIÈRES SECTIONS. Bra 
il vient l’équation primitive d’une seule surface. 


(LA — EH) z+ ( LB— EI) y —=LX— Ef. 


468. Si DH— AK, ce qui donnem—o, il est 
a—1 
b 
eto [ équat. (468) |; ce qui donne p—a, SEAT 
pe x a ë° et £" x parer gme, 4e et Gme 
équations du groupe (469) 1 et réduit leséquations (470) 
à celles 

um er (ie LE X'e dr) | 

WC + [F'etlr) 
enfin les équations (471) se réduisent dans ce cas-là 
à celles 


clair que les deux valeurs successives de seront 


{ y—=u"etz— 
459. Si BL ET, d’où b —o , alorsl’équation (468). 


donne pour 6’ et 6” des valeurs infinies ; mais dans ce 
cas-là , remontant aux équations (467) , la première de 
ces équations se réduit à celle 

azdzx + dz= X'dx, 
qui, étant de la formede l'équation (298) , ( art. 342), 
donne tout de suite, parle moyen de la formule (299), 


f 2 eT ts ( c [Xe rdc}... (477). 


Représentant cettewaleur de z par f(x), et la subs” 
tituant dans la seconde équation du n° (467);on aura 
l'équation 


nyde + dy=(E— mf(r)dr, 


qui étant de la même formeque celle (298), a paur 


(u'# u”) D À | 


5 mnt À | 
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intégrale , 


Y=ETEL CH (CE —mf(x)) e""dx ]...... (478). 

Les cas de AL— EH , d'où a —0o, et de DI— BK, 
d'où 4 — o considérés séparément , ou même ensemble , 
n'offrent aucune circonstance essentiellement remar- 
quable. 

470. Proposons-nous maintenant d’intégrer simulta- 
nément le système des trois équations 
(Az+By+4Ct)dx+Ddz+ Edy+Gdt=X dx 
(Hz+Iy+K t)dx+Ldz4Mdy4Ndt= val (479) 
(O24+Py+Q f)dx+Rdz+ Sdy + Tdi=X"dx 
dans lesquelles A....G, H....N,O....T sont des 
quantités constantes déterminées , et X, X°, X”, des 
fonctions quelconques de x. 

Par le moyen des trois équations données, élinrinant 
d'abord dz et dy, ensuite dz et dt, enfin dy et dt, 


on a trois équations de la forme 


Cay+ bz+ct)dx+dt—£# dx 
(hy +12 +kt) dx Ha East... 40; 
Ç(my + nz + gt) dx +dz = E"dx 

ainsi il ne s’agit que d'intégrer simultanément ce der- 
nier système d'équations. Pour y parvenir, multiplions 
la seconde équation par 6 et la troisième pare, ces deux 
facteurs étant constans, mais encore indéterminés ; ajou- 
tons ces deux produits à la première équation du groupe 
(480), et multiplions dans l'équation résultante , le coef- 
c++ RCE qu 
c+kC+ go? 


ficient de dxdansle premier membre par 
ce qui nous donnera l'équation 

| bHiC+ne a+-h6—+n : 
one ie Æ he c+kC+qa | ki HE g0 ) À 
+ dt+Cdy+ odz=tTE+CF+oE Tdx....….. (a). 
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Faisons 


{ _b+HÉ +no. a+ hC+ ne n 
PP RC + qu me DO 
et t,h03 Hp miss date (0) » 


d'où dt + wdz+Cdy — du, ce qui réduit l'équation 


(a) à celle 
(c+kC + go )udx + du TE +CE +oË" 7 dx. (d). 


De la première des deux équations en (b), nous ti- 
rons celle 


20 ai Lo ei em n) o —b 


1— ko 


RE Ge à à (RES 


et substituant cette valeur de € dans la seconde équa- 
tion en (b), il en résultera, toutes réductions faites, 
une équation du troisième degré par rapport à o qu'il 
seroit trop long d'écrire içi; donc résolvant cette der- 
nière équation, nous aurons trois valeurs successives 
de © , que nous représenterons par w’ , +” et w” , les- 
quelles successivement substituéesdans l’équation (e), 
donneront aussi trois valeurs successives de 6, que 
nous représenterons par Ç’, €" et 6”. Substituant «” 
et €” dans l'équation (d), ensuite «” et 6" ; enfin «” 
et ©”, nous aurons trois équations différentielles de 
la forme de celle (298) ( art. 342 ) qui, par le moyen 
de la formule (299), donneront trois valeurs succes- 
sives, u’,u” et u” de u en fonctions de x; et subs- 
tituant successivement ces valeurs dans l'équation (c), 
ainsi que celles w et 6”, »" et 6", »° et 6“ qui leur 
correspondent respectivement , nousaurons trois équa- 
tions primitives entre les quatre varigbles LL V, 
par le moyen desquelles, et suivant les règles ordi- 
naires de l'élimination , nous trouverons les valeurs 
des trois variables £, y et z en fonctions de x, qui 
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satisfont simultanément aux trois équations propo- 
sées (479). 


471. SCOLIE. Des méthodes dont nous nous sommes 
servi pour intégrer simultanément le système des deux 
équations (465) entre trois variables, ensuitele système 
des trois équations (478) entre quatre variables, on 
voit assez comment on doit s’y prendre pour intégrer 
simultanément un système d’un nombre quelconque x 
d'équations différentielles du premier ordre entre n4-1 
variables, parmi lesquelles une seule varie uniformé- 

._ ment, lorsque ces équations sont chacune composées, 
1°. de la somme des premières puissances des 7 variables, 
variant inuniformément , respectivement multipliées 
par des coefficiens constans et déterminés , multipliée 
par la différentielle de la variable variant uniformé- 
ment. 2°, De la somme des différentielles des 7 pre- 
mières variables respectivement multipliées par des 
coefficiens constans et déterminés. 3°. D'une fonction 
quelconque de la variable variant uniformément, mul- 
tipliée par la différentielle de cette variable. Passons 
maintenant aux intégrations simultanées des équations 
différentielles d'ordres supérieurs. 


472. Proposons-nous d’abord de trouver les valeurs 
de y et de z en fonctions de x qui satisfont simulta- 
nément aux deux équations différentielles du second 
ordre 


(Ay-+-B)da®+(Cdy-+Ddz)dx-HEd'y+Hd?r=X dx" 148 
(Ly+Kz2)dr+(Ldy+Mdz)dx+Ndy+Odz=Edx} 


dans lesquelles A... H, I... O sont des quantités cons- 
tantes déterminées et X, Z des fonctions quelconques 
de x. 
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Faisant {dy —udx et ds = vdx }......... (a); 


substituant ces valeurs dans les équations (481), e 
divisant par dx, on a les deux transformées 
(Ay+Bz4-Cu+Dv )dx+4Edu4-Hdv —Xdx 
(1y+Kz+Lu+Mv)dx+4Ndu+Odv — ci 
qui ne sont plus que du premier ordre. Elimiffnt suc 
cessivement du et dv entre ces deux équations (b), 
divisant par EO — HN , et faisant pour abrèger 


EI- AN EK-BN __EL-CN , EM-DN 


=KO-HN? — EO-HNŸ — EO-HN’ ' EO-HN 


E°-NX . AO-HI BO-HK CO-HL (©) 
) 


= EO-HN /— ÉO-HN* —EO-HN’/ —EO-HN 
DO-HM LS LOX ME 


— EO-HN”? — EO - HN? 


. 

on a, compris les deux équations (a), les quatre sui- 

yantes 

Ça y +02 + gu + hv)dx + dv = X'dx 

Ç1y + kz+ lu + mv)dx + du = Edx d 
act, Dipitiqe à Se don D A RTC (d). 
dz — vdx —0 

Maulipliant la seconde de ces quatre équations par €, la 

troisième par # et la quätrième par À ; ensuite ajoutant 

ces trois produits avec la première équation, et mul- 

tipliant le facteur de dx dans le premier membre dela 


a 1, 88 A 
résultante par pe : —, on à l'équation 
CE —» b+k£ 
Mir A “SE ON à a AO 
(htm D v RL TETE fe ROME NT 


a +16 
h + me —x 


rer 


= | dx + FU EGUE Adz + : dy 
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Faisant 
_g+K-é, _. b+HR _ a+ic] 
{— h+m£-;? VE h+-m£é-à GE h+mG-x) UT 
ensuite 


Foy + Cu Hz + oy.. PATIO 
d'où M dt — dy +Cdu + \d2 + «dy, 


l'équation (e) se réduira à celle 
(h+ mC— x) idx + dt =(X'+46CE )dx......(h), 


qui, étant de la mêmeforme que l'équation (298) (art. 
542), donnera d’après la formule (299), la valeur 
de { en fonction de x, 6€, À et'la constante arbitraire 
c: substituant cette valeur de t dans l'équation (g), 
il viendra 


E(x86"2, C)=v+euHasHey........(i). 


Mais par le moyen des trois équations ( f ) et suivant 
les règles de l'élimination, on parviendra à une équa- 
tion du sixième degré par rapport à6, ce qui donnera 
six valeursde € en fonctions des constantes déterminées 
a, b...[ équat. du groupe (c)]. Prenant parmi ces six 
valeurs les quatre qu’on jugera les plus convenables, 
telles que les réelles et commensurables, s'il y ena, 
et représentant ces quatre valeurs de 6 par6”, €", €” 
et 6", on en conclura quatre valeurs «°, #”,&", w" 
et à”, À", N°", AY de w et de À en fonctions des mêmes 
constantes a, b...Substituant €’, w’ et x”, ensuite C7, 
«”" et À", puis €", «" et x”, enfin 6!Y, ot" et A!Y dans 
l'équation (2), on aura quatre équations entre les 
cinq variables x, y, z, u et y au moyen desquelles 
éliminant d’abord z, u et s ; ensuite y, u etv, on aura 
les valeurs demandées de yet de zen fonctions de x. 

Il paraît , d'après cette méthode, queles valeurs deyet 
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de z seraient affectées de la même constante arbitraire c, 
qui entre déjà dans l’équation (:) , quoique ces valeurs 
doivent avoir des constantes arbitraires différentes € 
et c’ ; mais comme il est présumable que dans les deux 
équations finales , ou que du moins dans l’une desdeux 
il y a une combinaison de c avec quelque constante dé- 
terminée, on pourra représenter cette combinaison par 
c’ dans l’une des deux équations, ce qui sera la cons- 
tante arbitraire de cette intégrale , dans le temps que 
l'autre intégrale aura pour cgnstante arbitraire la pri- 
mitive c de l’équation (1), ou sa combinaison avec 
quelque constante déterminée. Au reste, l’on pourrait, 
par le moyen des quatre équations entre x, y, 2, uw 
et, éliminer d'abord y ,z, v , ensuite y,2, u,ce 
qui donnerait u et v en fonctions de x; aprés cela 
substituant ces valeurs dans les équations (a), et in- 
tégrant en ajoutant à la première intégrale la cons- 
tante arbitraire c ; et à la seconde, la constante ar- 
bitraire c’ , on aurait les deux valeurs demandées de 
y et dez. 


473. Voici un autre système d'équations ca second 
ordre entre trois variables. 


(Ay + Bz + D )da’ + Ed'y + Hd°z = 0 8 
(ly + Kz+ L )dx’ LE Mdy & Né 0} 4 2); 


beaucoup plus facile à intégrer que le précédent (481). 
En effet, éliminant entre ès deux équations (482)', 
d'z et d: , divisant les deux équations résultantes par 
MH — EN, et faisant pour abréger 


HI-AN. ;_ HK-EN ;_ HL-DN } 

 HMEN *° © HM-EN’  HM-EN? 

_ AM-EI BM-EK  DM-EL [ 60 
AMEN?" — HM-EN’ 7 HM-EN" 
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on a | 
(ay + bz + h )dx? + dy—o 
{ RUE ñ te Ro } M sole (a). 
y + nz + q )dx* + d'z = 0 
Multipliant la seconde de ces équations par le facteur 
indéterminé €; ajoutant le produit avec la première 
équation en (a), et multipliant le facteur de dx* par 


a +- m6 
ame ? REA 
b+ne h+q6 2 2 FRS RATE 
Ca+me)| y: + TE dx°+dy+Cdz—o ..(b). 
Faisant à cause de l'indéterminée € , 6 —: Berne d 
a + m6 
d'où 
e—n—iËVébmæ+(a— on}... (482), 
2m 
et posant 
" h + q€ 
u—y + Cz+ re per DE SLC LQUS (c), 
d'où du— dy +6dz, l'équation (b) se réduira à 
celle | 
(a+ m)udx'+du—o....... (d) ; 


mais à cause du double signe qui précède le radical 
de l'équation (484), on a deux valeurs successives de 
6, que je représente par 6” et 6”, ce qui donne deux 
valeurs successives de 4 dans l'équation (c) ,que je re- 
présente par uw’ et u”; donc l'équation (d) donnera 
successivement celles 


en faisant pour abréger 


{ p=—(a+ mé") et p”—— (a+ me") }..(485). 
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Pour intégrer la première des deux équations en (e), 
faisons dx == du’, ce qui donne dx? = v’du"? et. 


ddx = o — vddu' + dvdu’ ; CL SEE dvdu à 


> 


substituant ces valeurs dans l’équation que nous vou- 


: . dy CA. 
d°": intégrer, il vient 3 —=—p'u'du", dont l'inte- 


grale est 
1 / Ja a! 1 f 
— =p'u®* d'où = ———; 
4* P u’ V P' ? 
et substituant cette valeur de # dans l'équation dx=vdu’, 
du’ AL 
on a celle dx — -—,; , dont l'intégrale est 


u Vp 


gel NS AE en à GE AN PEN VA à DE 


I —— 
V'P 


en représentant par c une constante arbitraire. 


CR ET 


Les deux équations en (e ) étant de formes iden- 
tiques , il est clair qu’on aura aussi 


1! ,zv'p" 
pce Rs ét nn Edo), 
en représentant par c’ une autre constante arbitraire, 


Maïs à cause des deux valeurs successives €”, €" de 
6 et des correspondantes uw’, u” de w, l'équation (c) 
donne successivement celles 


{u—y+6Cz+Pet u'= y+Cz' +P"} NS ; 
en faisant pour abréger 

,  h+q6 n  h+ qe" 
{P = acte = benne eee 486) 


Or , éliminant successivement z et y entre les deux 
quations (4), on a celles 
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Li É'u Ve C'u! + Cp’ FL Cp” 
Tr cie EG Es TNT 4 | 
/ #4 {1 ! CR Does. ss lie se ( L ) ; 
u—u'"+PT—P 


et substituant dans ces deux dernières équations les 
valeurs de u’ et de u” [équat. (f) et (g)], il vient 
celles demandées 

C c'ezvP!! LE ClcevP! L Cp’ Es CE 
DEN nu AE A 7 dE : 
ce?VP'— c'ev Pr! L Pp’’ A4 P’ ie is .(4 7) D 
qui satisfont simultanément aux deux équations pro- 


posées (482). 


EXEMPLE. Jntégrer simultanément le système des 
deux équations 


( 59 — 17y — 88z )dx® + 8d'y +7d’z—0o 
(35 —11y — 5927 )dx* + 5d’y + 4d°7z— of b 


.(R). 


Comparant ces deux équations avec celles (482), 
on aA—— 17, B—— 88, D = 59,E —8,H—7, 
I 11, K—=—50,L=—35, M=5,N—=4,0e 
qui donne d’après les équations du groupe (483) 
a—œ—3,b——4#{,h—=3,m—=1,n——8, q —5; 
substituant ces valeurs dans l’équation (484), ül 


vient 


+ 
re d'où € ——1 et = —$. 


Les valeurs numériques de a, m,6", €” substituées 
dans les équations (485), et les mêmes valeurs plus 
celles numériques de } et de q substituées dans les 


équations 
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équations (486) , donnent 

Pi p=7; Per el" =. 
Mettant ces valeurs dans les équations (487), on a 
celles 


eT c'etv?7 1 CET pti") 
Re re TS 
5 7 5 14 


qui satisfont simultanément aux deux équations pro- 
posées ( k }. | 

474. Mais si les deux quantités p” et p”, ou une 
seule d’elles est négative, alors les formules (487) ne 
donnent que des valeurs imaginaires de y et de z ;il 
faut donc recourir à quelqu’autre moyen pourtrouver 
les intégrales simultanées des équations (482). 

Les quantités p’ et p” étant négatives, ce qui a 
lieu lorsque celles a + m6” et a + m£” sont positives, 


alors les deux équations (e) de l’article précédent, se 
changent en celles 


{ du = — p'u'dx* et du" = — p'u"dx" à TR 
dans lesquelles p' et p'’’ représentent maintenant les 
quantités positives a + m£’ et a +- m6”. Multipliant 
la première de ces équations par du’, on a 

du’d (du) = — p'dx'u'dw........(b), 
dont la première intégrale , en considérant dx comme 
constante, est l'équation | 

du®= —p'udx* + c'dx?.......... (c), 


dans laquelle c? représente une constante arbitraire : 
de cette équation on tire celle 


du’ 
Ver 


2. 21 


dx A OUR 4 C: ) D 
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dont l'intégrale est l'équation 
Lé f' 

1 REX + 

x———;arc( sin =). [for.(134) art.206], 
VP c 
qui, à cause de la constante arbitraire c, peut semettre 
sous la forme 
* td 


D TE 
RIVC DIE ATC (si =), 
C 
d’où l’on tire n 


Le Can (EC (/D NET ESF 


Opérant de même sur la seconde équation en (a), il 
est clair qu'on aura 


d'cæin( rl/nt). 1210 ai: ..(g), 
et substituant ces valeurs dans les équations (:) de 
l’article (473), il viendra 


JE C'c'sin(xy/p"}—C'esin(xy/p")+-C"P'-C'P" 


Ç’ TE cr 
Z — C sin(x VP)—c sin (x Vp") —- | ? A P’ .. (488). 
HU LS» dé Cae W ET 


On voit assez les modifications qu'il faudrait faire 
éprouver à ces formules , si l’une seule des quantités 
a+ m£, a+ m6" était positive. 


REMARQUE. En intégrant'une première fois l’équa- 
tion (b) , nous avons ajouté une constante arbitraire, 
mais en intégrant une seconde fois, c'est-à-dire en 
intégrant l’équation (d), nous n’ayons pas ajouté une 
seconde constante arbitraire, afin. que les valeurs de 
u’ et de u” introduites dans les équations (:) de l’ar- 
ticle (473), ne donnassent aux valeurs de y et de z 
que les deux constantes arbitraires c et c° qui sont 
les seules qu'elles doivent avoir , puisque les équations 
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finales qu'on veut obtenir, ne sont que les intégrales 
simultanées de deux équations différentielles (482) an 
second ordre. Mais si au lieu d’ajouter à la première 
intégrale la seule constante arbitraire que l'on veut 
avoir dans l'intégrale finale de l’équation (b) , où pre- 
- mière équation en (a), on ne veut l'ajouter qu'à la se- 
conde ; alors on n’aura plus pour première intégrale que 


du’ 

AR 
D OX —'— 
V P T 9 


et pour seconde intégrale 
f 
L 
4 V/p° V/— la nu , 
d’où l’on tire w —= cer V1, 


Opérant de même sur la seconde équation en (a), 
on aura w° — c'eVP"V—1, et substituant ces valeurs 
dans les équations (:) de l’article précédent, on aura 

C'c'ezv Pr" ÿ—1 C'cezv\P! v—1 +6" P'2séfp! 
CRE EN RES TEEN NS 
cezVP' , den c'ervPr'v—1 - P' LA de P’ (A) » 
RÉ CE RME RE DL Te DT 


qui sont précisément les mêmes équations que celles 
qu'on aurait déduites directement des équations (487), 
en y rendant négatives p' etip”, comme on les a sup- 
posées au commencement de cet article; mais il est 
aisé de voir que même en développant en fonctions 
trigonométriques les quantités exponentielles erv "1 
eVPVT!, on ne pourra jamais ramener les équations 
(2) à des formes réelles de quelque manière qu’on 
dispose des constantes arhitraires c etc’ , pourvu que 
ce ne soit pas contradictoirement. 


— 
—_— 


475. Si m et b sont de signes contraires , il peut 
arriver , 1° que les deux valeurs successives €’ et €” de 
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€ soient égales ; 2° qu’elles soient imaginaires ; or dans 
l’un et dans l’autre de ces deux cas, les formules (487) 
ou (488) ne peuvent plus servir , puisque dans le pre- 
mier cas elles donnent des valeurs de grandeur infinie 
à y et à z, et que dans le second cas elles ne donnent 
à ces variables que des valeurs imaginaires ; il faut 
donc chercher pour ces deux cas des formules d’in- 
tégrations simultanées qui soient réelles et significatives. 
Pour parvenir à ce but, soit fait 

T— a VTT 4bm+(a—n) J (6), 


.. TT ——— et 
(a) AT QT 


ce qui donne 
LC =rT + et Crete) Joan ess SC}: 


Or, tant que © n’est pas nul , les valeurs de uw’ et de 
u" en fonctions de x déduites des intégrations des équa- 
tions (e) de l’article 473, n'étant pas égales, on peut 
généralement poser les équations 


{u—=F(x+f(x) etu"=F(x)—f(x) }...(d), 


abstraction faite des signes qui précèdent f (x), les- 
quels doivent toujours étre contraires dans les deux 
équations (d), mais qui peuvent être placés en sens 
inverse de celui suivant lequel nous les avons mis, ce 
qui n'importe en rien à l'objet de nos recherches. De 
mème les constantes P” et P” étant de valeur diffe- 
rente lorsque celles de €” et de €” diffèrent , on pent 
généralement poser les équations  - 
LP = gb à et PE ext. 4 28 (6); 

pour lesquelles on fera la même observation relativement 
aux signes de À, que celles que nous venons de faire pour 


lessignes qui précèdent f (æ) dans les. équations (d). 
Substituant ces valeurs [ équat. (c), (d), a dans 
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les équations (#}) de l’article 475, on a 


parer 27 PE tee HO, 


donc y—=F(x)—g—rz..... (489)- 

Mettant cette valeur de y dans la seconde des deux 
équations en (a) de l’article 473, et faisant attention 
a+n 
ENR* 


que n — mr = équat. (a) }, il vient l’équation 


linéaire du second ordre. 
dz+i(a+n)zdx = {[me—q—mEF(x)]dx*...(f), 


qui , lorsque le second térme est positif, a d'après la 
Formule (437), Cart. 429 ] , l'intégrale 


sin CV +f(mg—qmE(x )rcos( 2 Val 
D ET 4 Sims 9m (inf V= * Jar ; 


VE) 


Mais si le second terme de l'équation (f) est négatif, 
alors d’après les formules (428) et (429) [art. 404 ra 
l'intégrale de cette équation (f ) est 


, ae : eh) 
s2 ME Fe + fe VE ) PTT 


a+n a+n 
« ve +) ae % VC x P(mg—q=mE(a))dr] _) 1] {Ggr} 
ÿ V2(a+n) (a+n) D Or 
Substituant dans l'équation (480) lafäleur de z donnée 
par l'équation (490), ou par celle (491), suivant que 
a+ n est un nombre positif ou négatif, on aura la 
valeur de.y en fonction de x. Cette valeur, ainsi. que. 


celle de z [ équat. (490) ou (4g1)] satisferont simulta- 
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nément aux deux équations (482), lorsque 6” et 6” se- 
ront des quantités réelles et différentes entre elles, ce 
qui est évident ; mais dans ce cas-là, il vaut encore 
mieux se servir des formules d'intégration simultanée 
(487) ou (488), qui sont beaucoup plus.simples. Il 
nous reste donc à examiner si les formules trouvées 
dans cet article, satisferont au cas de 6’ — €” qui rend 
infinies les valeurs de y et de z données par les équa- 
tions (487), c’est ce qui sera l'objet de nos recherches 
dans l'article suivant ; et ensuite nous examinerons à 
l'article 477 si les mêmes formules peuvent servir 
lorsque C’-et 6" sont des-quantités imaginaires. 

476, Les formules trouvées dans l’article précédent, 
et qui donnent les valeurs dez, et parsuite , celles de 
y en fonction de x, ne sont pas indépendantes de la 
différence de €’ et de 6” , puisqu'elles sont affectées de 
y etdeF (x) qui, elles-mêmes, renferment explicite- 
ment ou implicitement la demi-différence w de6'etC”. 
Examinons donc en premier lieu , ce que deviennentces 
deux quantités , lorsque 6’—C". Or, ce cas - là donne 
P'=p'; d'où u'=u/=teTv"r! Céquat. CF); art. 473] 
si a+ m6” est un nombre négatif, et —csin(xy/p') 
Céq. (f) art. 474] si a4-mC’ est un nombre positif; donc 
omettant la constante arbitraire c , parce qu'elle se 
trouve déjà dans les formules (490) et (491), on aura 


{EF (x) = eV? ou F (x)—=sin(xy/p) Fa... ..(492), 
suivant que a—m£’ estun nombre #ébatif ou positif. 
Ainsi l’on voit que lorsque € =— €" ,F (x) n'introduit 
dans les équations (GP9), (490) et (49 1), qu'une quantité 
significative et réellé ; il en estde même pourg ; eneffet, 
remontant aux A otoee (485) et (e)[art. 475], ona 


/ FEAT EN 2ah+- (ag+-mh) (CHE + omq6'6" 
PRE = Team (Ce) eee (@; 
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Mais CH C— oret CC =(r + 0) (r— à) —7— v? 

féquat. (c) , art. 475]; donc, substituant ces valeurs. 
dans l'équation (a), et divisant par 2, on aura celle 

ah +(ag+mh)r mg (r° — «0° JT | 

eee (498). 

mr m°(r° — 0°) 

Or, s6—€", d'où w — 0, l'équation précédente se 

réduit à celle 


4Çah+(aq+mh) r + mgr° ] | 
ER (494), 


dans lesquelles nous DE à la place de (a+ mr)* 
“cash =). [ équat. (a), art. 4751. 


Ainsi cette valeur de g n'introduit dans les équa- 
tions (489), (4gc) et (491) qu'une quantité significative 


et réelle. 


sa valeur (= 


EXEMPLE, Tatéorer simultanément les ne équa= 
tions 


(25y + 36z — 73 Jdx° "1 1ddy 844 0 ce 
C16y + 982 — 46 Jde — yddy —5ddz= of" ( 
Comparant identiquement ces deux équations avec 


celles (482), et mettant les valeurs numériques de 
A,B... dans les équations (483), il vient 


Y 


}° 


a——5,b—=—4,h=3,m—1,n=1 et qg—565. 
Substituant les valeurs numériques de a, b, met n 
dans l'équation (484), ona6—2+o, d’où 6 —6"—2 
et p—p"—11[ équat. 485], donc F (x) — e° [ éq. 
(492)], et l’équat. (a) (art. 475) donnant r—2, on a 
g = — 13[ équat. (494) |. Substituant ces valeurs de 
£, F(x) et r dans l'équation (489) ,'il vient 


Y=e—252#+19.......... (c}. 
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Or, at n——3+# 1——0 étant une quantité né- 
gative, il faudra en la prenant positive, se servir de 
la formule (491), ce qui donnera 


Cc— fe—*(18+-e")dx—e#(c'— fez(1 8+e*)dx] 


2 


PES OP, 


effectuant les intégrations , il vient 


F  — 


eT L 
2=— (c—x +: 


et substituant cette valeur de z dans l'équation (c), 
on aura 


Y—=e(i—c+x) +ade-"— 23.. ..(e)- 

11 est aisé de vérifier que ces valeurs de z et de y 
Féquat. (d) et (e)] satisfont simultanément aux deux 
- proposées (b). 

477. Examinons maintenant le cas où b et m étant 
de signes contraires, on a 4bm>(a— n}, ce qui 
rendant les deux valeurs successives de 6 imaginaires 
dans l'équation (484) , donnera 


es ma), Gin (a PV x 


2m à on 
æ eme _ V(dbm—(@—n)Y)V=1 
37 om om 


Substituant ces valeurs dans les “HE (485) et fai- 
sant pour abréger 


{: = — 2) et k—= = V/4bm—(a—n)}… (a), 
on aurâ 


{p=i—RkRÿ/—i1 € p Sig Ye ; 
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Mais Voiguyi]=t/ [EEE] 
—- LE aie (178), 
donc 


Vr'=\ JR VE+E EVE AMEL VE, sa 
Vp"— _ VF, ARS, Le 


ou mettant à la place de z et de k leurs valeurs res- 
pectives [équat. (a)], et faisant pour abréger 


ai reed Lions, 
et — VV (an+bm)+i(a+n) 
on aura * 
Vp=a—dy/—1 et pat — 1; 
et substituant ces valeurs dans les équations (f) et (g) 
del’article (473) , en omettant les constantes arbitraires 


cet c’ quise trouvent dans les formules (9°) et(491), 
on aura 


» 


ax ex ÿ—1 et u —ette dx ÿ—1, 


Mais w'+u"—2;F (x) [équat. (d) art. 475]; donc 
modzV— ir dx \/—1 

Je qe né —e*”"cos(dx) (496). 

Ainsi lorsque €’ et €” sont des quantités imaginaires , 


F (x) n'introduit dans les formules (490) et (491) qu’une 


quantité variable significative et réelle. 


u —e 


Dans le même cas de C’et 6” imaginaires, on a 


Sel CU 4bm — (a — jh À PE 


2m 
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4bm —(a— n)° 
RENTE 
dans le second membre de cette équation la valeur de 
r* donnée par l'équation (a) de l’article (475), ik vient 


d'où 7? — &? — 7° + et mettant 


T° — &? = — 


m ? 


ce qui réduit l'équation (493) à celle 


__ ah+ (aq + mh) r + bq. ‘ 
REA NE HE7PPRE PRE SPP | 


Donc encore pour ce cas, g n’introduit qu'une quan- 
tité significative et réelle dans les équations (490 } 


et (491). 


SCOLIE. Il suit de ce qui a été démontré dans 
e LA . . ! ,. ! 

ces trois dérniers articles , que la méthode d'inté- 
. , ’ f . Li LA >. 
gration simultänée des équations (482) enseignée à 
l'article (475) est générale à tous les cas possibles 
relativement aux valeurs réelles et inégales de €’ et de 
€", ou aux valeurs réelles etégales de ces mêmes quan- 
tités , ou enfin aux valeurs imaginaires de 6’ et de 6” ; 
mais que dans le premier de ces trois cas , il vaut 
mieux se sérvir de la méthode enseignée aux articles 


475 et 474. 

478. Sim—=o, oise , Si AM — EI, alors, 
soit en opérant directement sur le second membre 
de l’équation (484) , dans laquelle considérantm comme 
variable, on cherche par la méthode enseignée à l'ar- 
ticlé 60, ce que devient € lorsque m —0 , soit plus 
simplement en remontant à l'équation d’où l’on a dé- 
duit celle (484) et qui, lorsque m—o, est 6 — Fe 


» 


, On en conclura que 6 n'ayant qu'une 


d'où 6 — 
An 


Le 
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valeur, les méthodes d'intégrations simultanées en- 
seignées dans les cinq articles précédens, ne peuvent 
plus servir , puisqu'elles posent sur l'hypothèse que 
6 a deux valeurs successives. Mais dans ce cas de 
mo, il est aisé de voir que la seconde équation 
en (a) de l’article 485 se réduisant à celle 


Inzdx® + dz —— gdx°.,.....:...(a), 


qui est de la forme de l'équation (436), son intégrale 
sera donnée par l'équation (437); substituant cette va- 
leur de z en fonction de x, que je représente par 
® (x), dans la première équation en (a) de l’article 478, 
il viendra l'équation 


aydx? + dy —=—TCh+bp(x) Jdx*.....(b) 

qui est encore de la forme de l'équation ( 436), 
dont par conséquent on pourra tirer la valeur de y en 
fonctions de x par le moyen de la formule (437) ; 
ainsi on aura de cette manière trouvé les valeurs de 
y et de z qui satisfont simultanément aux deux équa- 
tions proposées 

EXEMPLE. Intégrer simultanément les deux équa- 
tions 
(11y + 36z — 73 dx’ — 11 ddy — 8ddz : (eo): 
( 7y + 23z—46)dx*— 7 ddy — 5ddz = 

Comparant ces deux équations avec. celles (482) et 
calculant les valeurs de & , b... par le moyen des 
équations (483) , on aura | 


AND %, h—=6, m=6 ne vtetg=,5; 


substituant ces valeurs dans l'équation (a), à cause 
de m—o, on a celle 


adx°® + d’2= — 5dx, 
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dont l'intégrale est, d’après la formule (43%), 

2 —=sinx (c— 5 f cos xdx)+ cosx (c’+-5 fsinadx) ? 

d'où z—csinx—5sinx—+c cosx—5 cosx, ou 
Zz—csinxt+ccosx—5.......... (d). 


Substituant cette valeur de z ou @ (x) dans l'équa- 
tion (b), il vient celle 


dy ydx? = Féc sin x + 4c' cos x — 25] dx’, 
d'où l'on tire par le moyen de la. formule (437) 
Y =cer— c'e ocsin x — 20 cos x + 29. .....(e). 


Il est aisé de vérifier que ces valeurs de z et de y 
[ équat. (d) et (e)] satisfont simultanément aux deux 
équations proposées (c). 


CHAPITRE Il. s 


Intégration de certaines équations différen- 
tielles du premier ordre entre deux variables. 
et séparées dont on obtient les intégrales al- 
gébriques , quoique la fonction différentielle 
de chacune de ces deux variables étant con- 
sidérée isolément, ne puisse s'intégrer algé- 
briquement , et que ces deux fonctions ne. 
puissent s’intésrer en méme temps par les 
logarithmes , ou par les arcs de cercle. 


479. N ous avons vu à l’article 355, ( section IT, 
chapitre IT), qu'on peutintégrer algébriquement toute 
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équation séparée du premier ordre entre deux va- 
riables, dans laquelle la fonction différentielle de 
chacune de ces variables n’est pas algébriquement in- 
tégrable , lorsque les deux fonctions sont en même 
temps intégrables par les arcs de cercle, ou par les 
logarithmes ; telle est encore, outre les équations 
que nous ayons données à l’article 355, celle 


Adx æ Bdy G 8). 
me onx+g aÿ+oby+e …... 90). 
Lorsqu'on a en même temps mg < n° et ae<T b?, ou 
que les deux inégalités mg >>n* et ae >> b? ont simul- 
tanément lieu , puisque dans le premier de ces cas, les 
deux membres de l’équation 498 sontintégrables par les 
logarithmes [ art, 257 et 238 |, et que dans le second 
cas ils sont intégrables par les arcs de cercle [ form. 


(180) , art. 241 |. 


Telle est encore l'équation 
BTE cnvç sr coue 6 PS des 
V (max+onx + q)  V(ay*+2by+e) 
dont chaque membre est intégrable par les logarithmes. 
(J’oyez l’art. 249). 


... (499) ? 


Mais l'équation séparée | 
dx En dy 
V'Laxt+bx+ex+hx+m]  VCay#+by$+ey +hy+m)] 
à chacun de ces deux membres qui, considéré iso 
lément, ne peut être exactement intégrable ni algé- 
briquement , ni par les logarithmes , ni par les arcs 
de cercle, (voyez l'article 251); cependant nous 


allons voir que cette équation (500) , a une intégrale 
algébrique. 


(Boo), 
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Soit fait pour abréger , le dénominateur du premier 
membre de l’équation prôposée — 4/£ et celui du se- 
cond = ÿ/y ,ce qui donne 


dx dy A Le dy° 


d'où ———— 2 .m........ b 
VE T0) 5 e 
Mais faisant _ — du, d'où £—-—;,onaura né- 
cessairement d’après l’équation (a), : — du ;d'où 
V—= # D donc 
dx°— dy° 
LE y a(at y) (ap) e(r 5") 


+ A(x — 3)=(x—y) Ca(a ++ xy(x +7) ) 
+ (x + +xy) +e(x+y)+h].:..... (c). 


Si actuellement nous faisons 


{ v—x—y etz—x+y d'où x— te et y —° —}.@, 


nous aurons dv = dx — dy et dz=—dx + dy, d'où 
OR 0, — dy. RE Tes. (e) ; 
ensuite 
2343 v°z 2 — y? AL Jah à 2e 
{a+ — ñ > LY —= z —etx+ y =}. C1: 


Substituant ces valeurs dans l’équation (c), et divi- 
sent par y, nous aurons 


dvdz 


ydu® 


L2 
? 


=° CG DL e (52° + 1°) + ez +}... (g). 


4 


Actuellement différentiant les équations £ = — È 
L 
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dy* su j , à 
=" €n considérant Z% comme variant uniformé- 
ment , et par conséquent traitant du comme une quan- 
tité constante, il viendra 
odxddx 2dydd 
——- et dy = Y 4 ; 
du? du? 
Mais d£ — (4ax° + 3bx° + 0ex + h ) dx et 
dy =(4ay° + 3by° + 2ey + h )dy ; donc substituant 
ces deux valeurs dans les deux équations précédentes, 
divisant la première par dx et la seconde par dy, il 
viendra les deux équations 


2e — — 4ax° + 5bxLoex +h 


el 


dvre 


— 4ay° + 3bÿ° +oey +h; 


dont la somme divisée par 2 est 


ddx + dd 

CET ay) -+y) Her he, 
ou, à cause des équations ( f) et (d), 
d Û + 

Le sr DE — à G°+5v°2)+ . (z°+7)+ez-h.... (A): 


mais en différentiant l'équation dz —dx + dy, on a 
dx — dx + d*y, donc 

d° 

Ta = FL C+Bve) + À Ge + w#)+ez—h, 


et retranchant de cette dernière équation celle (g), 
il vient l'équation 


d'z dvdz b 
F PORRGE CNREEE Lo vs 
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PP, . 7 d 0] e 
qui étant multiplée par “donne l'équation 


NA EE 2: _ | — 2azdz + bdz......(1), 


du: y 


dont l'intégrale est 


dz? 
or 08 + bz+ ce, 


en représentant par © la constante FRS , donc 
dz —— NAT 

= v V az*+-bz+-c: mais-—— 

Dev VER: mais TEE HV, 
y—x—yetz—=zx+#7y, doncremettantles polynomes 
que représentent respectivement les symboles Ë et, 
onaura entre x et y l'équation primitive et algébrique 


V/Caxt + be + ex + hx + m) + V/(ayi+ by$ + ey” 
+ hy+m)}=(x—y) V'a(x +) ba +y) + 0... (oi), 
qui est l'intégrale complète de l'équation (500). 
Si l’un des membres de l'équation (500) est négatif, 
il n’y a d’autres changemens à faire à l'intégrale précé- 
dente (501), que celui de mettre le signe — à la place 
de celui + devant le second radical du premier membre. 
La méthode d'intégration dont nous venons de parler 
est due à Lagrange, et Euler ne fait qu’en donner un 


plus grand développement dans les Mémoires de l’A- 
cadémie de Pétersbourg pour l’année 1778. 


480. Faisant successivement dans leséquations (500) 
et (5o1) a, b,e,h,m—o, ensuite successivement 
a et b—0o, a ete—o, et ainsi de suite pour les 
dix combinaisons des BE lettres a, b, e, h,m 
prises de deux à deux, on aura les intégrales #08 
briques de quinze équations séparées qui sont, en 

exceptant 


ra » 
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exceptant celle provenant de à — 0 et b— 0 dansle 
cas de l’équation (500). Il'serait trop long d'écrire ici 
ces quinze formules , mais la manière dont elles se 
déduisent de celles (560) et (5o1) étant extrêmement 
simple d'après ce que nous venons de dire, le lecteur 
fera bien d'en former une table pour son usage. Par 
exemple, considérant le cas où les deux coefliciens 
a et b sont en même temps égaux à Zéro, il déduira 
des formules (500) et (501) celle 


FA Eee + PAR TEL TEEES Er | 
V'Cex° + hx + m ) VCey°+Ay — m) 
= V/(ex°+hxtm)EV/(ey +hy+m)=c(x-y)]...(e), 


en représentant parc la constante arbitraire, et il 
écrira d’une manière semblable les quatorze autres in- 
tégrales mentionnées ci-dessus. Enfin si le lecteur Île 
desire, il pourra augmenter cette table de dix autres 
intégrales en faisant trois des cinq coeîliciens @, b, 
e, h, m égaux à zéro, ce qui donne dix combi- 
najsons. 


XEMARQUE. L'intègrale (a) est plus simple que 
celle qu’on obtiendrait en intégrant séparément chacune 
des deuxfonctions différentielles par la méthode en- 
seignée à l’article 249 ; elle est même plus simple que 
celle qu'à trouvé Euler dans son Mémoire imprimé 
parmi ceux de l'Académie des Sciences de Pétersbourg 
pour l’année 1778, en employant une méthode à peu 
près sémblable à celle dont d'après ce célèbre Géo- 
mètre , nous nous sommes servi pour intégrer l’équa- 
tion (500), mais quien diffère un peu ; car s’il s’était 
exactement servi de la méthode de l’article (439) il serait 
parvenu à un résultat aussi simple que celui («). En effet, 
nous servant des mêmes symboles que précédemment, 

a. 92 
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et considérant toujours 4 comme variant uniformément, 
nous aurons . 


dx? — dy? 
= Eye (y) Hh(x—y), où 


dzdv 
ns CAE: MON En.  «(D). 
RATS | SAR à dy? 
Mais différentiant les équations — £et = = y, 


divisant la différentielle de la première par dx et la 

differentielle de la seconde par dy, ensuite ajoutant 

les deux équations résultantes ; enfin faisant attention 

qu'à cause de £— ex° + hx + m, et de y —ey° +hy 
d d 

Hm,ona A het 2 — 2ey + h, nous au- 


dx 
dx + d'y 


rons l'équation a 

É dz 
de z—x+y, se change en celle ER 
tranchant de cette dernière équation celle (b), il vien- 
dra l'équation 


—{xLy) 4: qui, à cause 


— ez+h,et re- 


d'z  dzdv Lee dzdz  ddv 
Po PAM DEAR v°du* vidus —°» 
UE RD A Ce DS 
ont l'intégrale es AIM ER ou di Vo Et DAT 
à RTE 66 
conséquent PP . = ch OUVETFVy—= cry) | 


ce qui est la même intégrale que celle {4) trouvée 
précédemment. 

481. La méthode qui nous a servi à intégrer algé- 
briquement l'équation (500) [ art. 479 ] , n’est pas gé- 
nérale pour toutes les équations de la forme 


dœ _ dy 
————— #@—— En ————— — 0 
V (ax + bat, , +) V ay" +" 3...) ; 
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car lorsque n est >4, l'équation équivalente à celle 
(i) de l’article (479) , a dans son second membre des 
termes affectés de la variable y; donc l'intégrale du 


ete dz* 
premier membre étant —=— , le second membre où 
v°du* 


se trouvent les deux variables z, w et la seule dif- 
férentielle dz ne pourra s'intégrer, et l'on ne par- 
viendrait à faire disparaître dans le second membre 
les termes affectés de w ; qu’en égalant à zéro les 
coefficiens des variables x et y élevées à des puis- 
sances > 4. 
Cependant de l’intégrale (5o1) de l'équation (500), 
ou du moins des deux intégrales qu'on en déduit.en 
faisant d’abord m — 0 , ensuite het m—=0 (art. 480), 
nous en déduirons , 1° l'intégrale de l'équation 


SRE idns en pe P e P, dy DAT À ;: 
v [A+ Bxt+Ex HT VASE FE] (202); 


2°, l'intégrale de l'équation 

dx dy | 
RON RE anrag JERCIUNRE PFPRUR LUE SRE LT LE 
xVTAzx*"+Bz'+ET] yy{[Ay"+By"+E] SET eu 


quelle que soit la valeur de n. 


En effet, faisant pour la première de ces deux équa- 


| } S dx. dY 
tions x°— X et y on & d'où dx=— PR RÉ" ap : 
l'équation (502) se transformera en celle 
dx dY 


VARCEEXECEEX HN) VAANCEBY Er, ©) 


quiest de la même forme que l'équation (500), en y 
faisant m —0o, on aura donc 


22.. 
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[Go2) = {xy/TAx$ + Bxt+Ex4H] 

y VC Ay" + Byf+Ey + H] 

= (ay) VA) HB (ay) +c} (604). 


Actuellement, pour intégrer l'équation (503), faisons 


X—x"etY—7y", d'où dx Se X % dX 


1—R 


—— 


et dy==Y EN 


Substituant ces valeurs dans. l'équation (503), nous 
aurons la transformée 


| dX Fa dY | 

XVLAX + BX HET  YYLAY BY HE) ? 
qui est de la forme de ce que devient l’équation (500) 
lorsqu'on fait en même temps X— o et m— 0; donc 
faisant dans l'équation (501), A—0,m—o, substi- 
tuant respectivement aux lettres &, db, e celles À, B, 
E, et aux variables x et y les quantités x” et y", on 


. aura . 


(693) Re V/Ax"+Ba+E my" V'Aÿ"+By"+ É 
= (x"—y") V/A(x" pH" + y) Ec}. (565). 
L’équation (503) que nous venons d'intégrer, et qui 
dans son espèce a une sorte de généralité , n'a été 
intégrée ni par Euler, dans le Mémoire cité plus haut. ,s 
ni par aucun autre Géomètre , du moins que je sache. 
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CHAPITRE III. 


5 LA . 2 °\ 
Des intégrales et solutions particulières des 
équations différentielles d'ordres supérieurs. 


432, Ü équation différentielle .d’un ordre quel- 
conque z étant absolument indépendante des valeurs 
que l’on peut donner. aux x constantes arbitraires 
c', c”...,c" qui entrent en partie ou en totalité dans 
les première , seconde... n“"° intégrales de la pro- 
posée, il s’ensuit que cette équation différentielle de” 
l'ordre n peut avoir un nombre infini d’intéorales par- 
ticulières ( art. 374 ) de tout rang, depuis 1 jusqu’à » 
qui est l'intégrale finale. 


483. Outre ces intégrales particulières , il peut y 
avoir des équations différentielles de tous les ordres 
inférieurs à x, et une équation primitive entre les 
mêmes variables que la proposée, qui étant essentiel 
lement distinctes des intégrales de tout rang qui leur 
correspondent par l'ordre de différentielle et d'inté- 
grale finale , satisfont pourtant à la proposée; nous'ap- 
pellerons ces équations, comme nous l'avons fait au. 
chap. VI de la seconde section , relativement aux équa- 
tions différentielles du premier ordre, solutions particu- 
lières. des équations différentielles d'ordres supérieurs. 
Nous nous proposons dans ce chapitre de trouver ces 
solutions particulières. Mais avant d'entrer en matière, il 
est à propos d'observer que représentant par c’, €”,...c" 


> 
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un nombre 7 de constantes arbitraires, les n differentia- 
tions successives de l'intégrale finale 


s APS PACE Vs 6 Cri. C'M=OR ar (a) 


d'une équation différentielle de l’ordre n 


NET Gr) ES 0 0 REA 
ne pourront reproduire cette dernièreéquation qu'entant 
que l'intégrale finale (a) se présentera sous la forme 


FD. CR DA Cm OR EA  c 0 ce (CT: 


en considérant. @ (x, y.) comme une fonction rationnelle 
de x et de y, ou sig (x, y) étantune fonction irra- 
tionnelle des variables x et y, on différentie successive- 
ment z fois.de suite l'équation (c),sans commencer par 
_ la rendre rationnelle. Mais si g (x, y) étant irrationnelle 
ôn rend l'équation (c)rationnelle, ou si dans l'intégrale 
finale (a) de l'équation (), les“constantes arbitraires 
c',C',...c” se combinent avec la variable y, ou se combi- 
nent de toute autre manière que dans l’équation (c) avec 
la seule variable x, alors par les 7 différentiations succes- 
sives de l'intégrale finale, il est clair que l'équation dif- 
férentielle de l’ordre 7 ainsi obtenue, contiendra en tout 
ou en partie les n constantes arbitraireSc", c”...c"", et par 
conséquent différera de la proposée d"V — o. Cepen- 
dant les n équations différentielles obtenues par les 
n différentiations successives de l'intégrale finale U—o, 
réunies avec cette dernière équation , serviront à re- 
produire la proposée (b) , puisqu'entre les 7 + 1 équa- 
tions 


Uno: dU=o, Us o;.:d'U==0, 


on pourra éliminer les n quantités c’, c",...c"”, ce qui 
donnera pour résultat, et indépendamment des va- 
leurs que l’on peut supposer à ces dernières quantités, 
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fussent - elles même variables , l'équation proposée 
d'V = 0, 

Passons maintenant aux recherches des solutions par- 
ticulières de l'équation d'V — 0. 
484. Différentiant une première foisl’équation U—o 


par rapportàx,y,c,c",...c", on aura l’équation 


ŒU+ dU + d'U +d"U..,+ d'U—o, 
qui, en passant des différentielles partielles indiquées 
aux différentielles partielles effectuées, prend la forme 

£: (U)dx+ #(U)dy+f"(U)dc'+E"(U)de" 

ff" (U)dc" —0, 
(voyez l'art. 20 , chap. III du Calcul différentiel). 


Or , si l’on fait dans cette équation 


fe (U)de! + £°” (U)dc”.... + £" (U)dc” — 0 
ou f°’ (U) ra + £" (U) Sent f"(U) —0.....(a’), 
elle se réduira : l'ÉGL on 
F cu? 2 + PA) = 621 405. .$ (0), 


qui est précisément la différentielle première de l’é- 
quation U — 0, lorsqu'on y considère c’, c”.....c" 
comme des constantes. 

Actuellement représentant pour abréger par dU le 
premier membre de l'équation (b”), et différentiant 
J'équation dU —0o par rapport aux deux variables y ë 


x et aux lettres ©’, c”, , on aura l’équation 


£ dU)dy+ £(dU)dx + F'(dU)dc'+ F"(dU) de"... | 
fs + £" (dU)de" — 0, 
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qui, en faisant 


c' 


[£ (AU) se + £ (dU FR et f£""(dU)—0. .(a”}, 
se réduit à celle 
p QU) À + (AU) 0.1.0), 


qui évidemment est la différentielle ŒU —=0 de lé 
quation U—o, lorsqu'on considère c’, c”....c" comme 
des constantes. 


On trouvera de même en différentiant l'équation 
ŒU —o par rapport aux deux variables et aux cons- 
tantes, et faisant toute la partie de cette équation 
affectée des différentielles des constantes égale à zéro, 
les équations 


AT dc’ et à d "À nl, Ja 4 
£ (d D): LT EU). A HU) 0. (a) 
et f QU) À HE CU) —0.......("), 


dont la seconde n’est autre chose que la différentielle 
troisième de l’équation U —0o, en considérant c”, c”, 
.c* comme des constantes. 
Continuant ce calcul jusqu’à la n°" différentiation , 
on parviendra enfin aux deux équations 
ce! 
di, Hdi) Te ge GT D TA 


(n=— 


RO RU) QU) 0..(), 
PU) D HE (AU) 0...) 


dont la seconde est la différentielle de l'ordre x de 
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l'équation U—o, en n’y considérant de variable que 
x et y. 


Or, il est aisé de voir qu’éliminant les (n—1) quan- 


dc dc” de1Y 
Ve Le D Te. entre les 7 équations 
c c c | 


tites 
(a), (a”),...(a"’), on parviendra à une équation diffé- 
rentielle de l’ordre n—1, que je représente par 
d'W'— 0, quine sera plusaffectée des différentielles 
dc’, de”,...dc" des constantes ©’, c"...c" considérées 
comme variables, mais pourra encore être affectée de 
ces constantes arbitraires , et dans ce cas-là éliminant 
entre les n + 1 équations 


M0; diUo, d'os; d'U 9}, 


dU — o et U —o les n constantes arbitraires, c’, €, 
...c", on parviendra à une équation différentielle de 
l'ordre n— 1 que je représente par d''W=—o qui, 
comme l'équation d'U—o, ne renfermera plus de 
constantes arbitraires, et qui de plus satisfera par la 
différentiation, concurremment avec les équations 


JdW—o, fi W=o,..….fr2dr3IW=oiet W=-o(6), 


à l'équation proposée d'U— 0, puisqu'elle a lieu ainsi 
que ses intégrales de tous les ordres (c), en même 
temps que les équations (b”), (b")...(b"") qui sont les 
n différentielles naturelles de l'intégrale finale U— 0; 
donc l'équation d''W—0 et celles (c) qui en dérivent, 
sont les solutions particulières de l'équation d"U—c. 
Or, nous obseryerons que l'équation d''W—o , ne 
renfermant aucune constante arbitraire , son intégrale 
finale W—o ne pourra en renfermer que n— 1 ; d’où 
nous conclurons que la solution particulière la plus 
étendue que puisse avoir une équation différentielle de 
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l'ordren, ne saurait étre exprimée par une équation 
primitive contenant plus de n—1 constantes. 


485. REMARQUE I. Nous avons souligné dans 


l'article précédent le mot pourra, parce qu'il est 

dc’ dc" detr1Y 
possible que l'élimination de LS ET 
entre les équations (a), (a), ...(a"”) de Farticle 484, 
conduise à une équation différentielle de l'ordre n—1 
qui ne renfermera aucune des constantes arbitraires 
c', c',...c"; et puisqu’alors on aura d'W'—d"1W, 
le calcul se trouvera abrégé de celui qu'il faut faire 
pour passer de d''W" à d'-1W. Par exemple, l'équa- 
tion 


6y”dx? — yx°ddÿ — 6xydxdy + ox°dy 0 P 


qui a pour intégrale complète 


est dans ce cas-là. En effet si l’on différentie d’abord 
l'équation (A) par rapport à x et y seulement , et en- 
suite par rapport à c’ et c” seulement, on aura les 
deux équations 


xdy + ydx+3c'x°dx + c'dy =o.. 2004B3 
dc’ 1 
LT HIT Oro. (A. 


Différentiant l'équation (B’) par rapport à c’ et c”, il 
viendra 


sn" à dc’ 7 
x°dx Tr + dy —=0.......(A7), 


/ 


AR d sé: | 
et’éliminant D entre les deux équations (A”)et (A”}, 
c 


en a celle 3ydx = PUY A UIS + 
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qui n'étant affectée d'aucune des deux constantes ar- 
bitraires c’et c”, est l'équation que nous avons généra- 
lement représentée par d"'W=—0o. Intégrant l'équation 
(C) , il vient 
NE. y = 22 (D); 

ainsi les équations (C}) et (D) sont les solutions parti- 
culières de la proposée (B). 

Si l'équation d''W'= 0 ne renfermait que 7—p 
constantes arbitraires, alors le passage de d"'W" à 
d'3W n’exigerait que. l'élimination des n —p cons- 
tantes, par le moyen de l'équation d"'W'= o et des 
n—p équations d'U— 0...d"*?#U—0.….d’U— o. 


486. REMARQUE II. Il peut encore arriver que les 
constantes arbitraires c’, c"...c" soient combinées dans 


l'équation U—0 , de manière qu'en éliminant ces cons- 
dc dc” detr1)" 

Tr 2 A 2 20 TMTEN entre les 
équations (a), (a”),...(a"), (b'), (b"3,...(b”), on 
parvienne à une équation finale qui ne renferme plus 
les différentielles des variables æ, y, et qui consé— 
quemment sera la solution particulière finale de la 
proposée sans constantes arbitraires. 

487. La méthode précédente pour trouver les solutions 
particulières de l'équation d'V=o, exigeant que l'on 
connaisse déjà son intégrale finale qu'il est malheu- 
reusement très-difficile et quelquefois impossible d'ob- 
tenir par l'intégration, serait une bien faible ressource 
de l'analyse , si l’on ne pouvait par quelqu’autre moyen 
déduire direêtement de l'équation différentielle pro- 
posée ses solutions particulières ; c’est la recherche de 


ces moyens qui va nous occuper dans cet article et 
les suivans (*). 


tantes et les quantités 


(*) La méthode que nous allons faire connaître, et qui est extraite 
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Supposons que X représentant une fonction de # 

et des constantes arbitraires c’, c”... dont le nombre 
n'excède pas, on ay—X qui Rita à la proposée 
d'V= 0. Représentons respectivement par y’ et X' ce 
que deviennent :y et.X lorsque considérant les seules 
lettres c’, c"...comme variables, la quantité X passe à 
l'état X + d'X+d"X +etc.; donc, représentant 
pour abréger, la différentielle dX + d"X + etc. de 
X par rapport à c’,c”...par IX, on aura À rer 
ou pour plus de Ro 


y ee d'où M —dy+dd8y, dy—dy4d'dy, 
d'y =d"y + d'y. 

Cela posé, mettant y’ à la place de y dans l'équa- 
tion d'V—o, se substituant ensuite les valeurs pré 
cédentes de y, dy! , dy",...d"y", il est clair qu'on 
aura dans le premier membre la somme de tous les 
termes non affectés de dy, qui sera ce qu'était d'V 
avant les substitutions en question ; et comme cette 
somme est nulle à cause de d'V=—o , il ne restera que 
le polynome affecté de dy; et ne conservant dans le 
polynome restant que les termes dans lesquels l’ordre 
ou le degré des différentielles ne dépasse pas, en 
considérant dy comme une simple difftrentielle, ainsi 
que cela est réellement, puisque dy =ŸX—d"X+4d"X 
— etc., il ne restera que ce que l’on obtiendrait di- 
rectement en différentiant d'V—o par rapport à y 
seul , mais en mettant à la place de la nouvelle ca- 


— 


d’un savant Mémoire de M. Legendre, imprimé parmi ceux de. 
l’Académie des Sciences de Paris, pour l’année 1590, dépend en partie. 
du calcul des variations , dont nous n’avons pas encore parlé ; mais la 
manière dont nous allons présenter la méthode en question, ne 
laissera voir au lecteur aucune trace d’un calcul qui lui est encore. 
étranger. 
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ractéristique d qu'introduit cette différentiation , celle 
à, et passant toujours à immédiatement avant la va- 
riable y, lorsque par la différentiation elle se trouve 
en avant de la caractéristique d. On aura donc par ce 
calcul une équation de la forme 


A d dd; ddy ; 
+ cer P a + Vy=0.. (56), 


dans sat A, B,...P et Q sont des fonctions de y, x, 

2 
. ; Sa ..,3 or, &i À est une quantité différente de 
zéro, il est évident qu’en résolvant l'équation (506) 
par rapport à d'y, la valeur de cette dernière quan- 
tité, ou , ce qui est la même chose ,de d’X+d"X 
+ d"X Hetc., devrà renfermer un nombre 7 de 
constantes arbitraires , puisque dy sera alors l'intégrale 
d'une équation différentielle de l’ordre n; on aura 
donc dans ce cas y —= X, qui renfermant n constantes 
arbitraires et satisfaisant à a proposée d'V— 0, en 
sera la solution complète et finale. Mais si dans l’é- 
quation (506), le premier terme seul ou la somme 
de quelques-uns des premiers termes s’évanouit , alors 
cette équation différentielle n'étant plus du nitme Sa 
il est clair que son intégrale dy—: :x renfermera moins 
de n constantes arbitraires; donc y —X, qui satisfait 
à l'équation d'V= 0, ne sera plus, d’après le principe 
démontré à l’article 484, qu’une solution particulière 
de la proposée. 


488. IL est clair qu’en différentiant à l'ordinaire l’é- 
quation d'V=—o par rapport à y, ses différentielles 
d'+ 


bi 
FL ram habs 


d'A 
de TT dans l'équation (506), puisque ce coefficient 


et x, le coeflicient de sera le même que celui A 
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est indépendant des nouvelles différentiations des fonc- 
tions de x dansla différentiation de d'V—o, et que 
la caractéristique d que l’on met dans cette dernière 
opération à la place de celle à qu'on à employée à 
l'article 487, ne peut influer sur sa valeur ; on aura 
donc | k 

R+-1 2 n 
d'+iV=A be + (2,3% rt) Aa). 


Mais lorsque l'équation proposée d'V— o a des solu- 
tions particulières, on a A—o, ce qui réduit l'équa- 


tion (a) à celle F (=, oh RE SE) =c; donc alors 


on a l’équation 


qui conséquemment est le caractère des solutions par- 
ticulières. : | 


489. Quelle que soit l'équation d'V—oentre les deux 
variables x-et y, il est clair qu’en faisant x égale à 
une constante quelconque on y satisfera , puisqu'on 
aura alors y qui sera aussi égale à une constante, et 
que conséquemment, ayant simultanément dx —0, 
et les différentielles de tous les ordres jusqu’à celui 
de y égales à zéro , la proposée se réduira à l'identité 
o—o. D'après cela, nous prévenons que dans nos 
recherches sur les solutions particulières , nous ne re- 
. garderons plus comme telles que les équations entre 
les deux variables x et y qui satisfaisant à la proposée, 
différeront essentiellement de l'intégrale finale de l'é- 
quation. 


490. L'introduction de la caractéristique À dans la 
différentiation de l'équation d'V— 0 par rapport à 
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y et ses différentielles de tous les ordres jusqu'à ce- 
luin, nous devenant inutiles pour déterminer les rela- 
tions qui doivent exister entre x et y , afin de faire 


nf 1 
évanouir le coeflicient A de DHaansl'équation(5e6), 


d'+: . r . \ , . . « 

ou de 7 Ÿ , en différentiant à l'ordinaire d'V par 
x 

rapport à y et ses différentielles, nous prévenons que 

dans les applications que nous allons faire des théories 

précédentes , nous ne nous servirons pas de la carac- 

téristique d, 


EXEMPLE I. Zrouver les solutions particulières de 
l'équation différentielle du premier ordre 


À AL AAC pe Por Pr Ve 
x + E eV? + x°— a? — 0.....(a). 


Différentiant cette équation par rapport à y et dy 
seulement, ensuite chassant le dénominateur , on a 


Me ONE ne Tr 
G—VY Frs) Vy Fra 
La unir D 
= (y V’y + x dé)... (D). 
ni « ddy \ 4 «D . 
Egalant le coefficient de = à zéro, on a l'équation 


(y—VY +) Vy+r = &—o, 


à laquelle on ne peut satisfaire qu’en faisant 


y —V > + x —a =0, doùx—=#a, résultatque 


nous devons rejeter (art. 489) , ou en faisant 


ÿ+z—a =o, d'ou y= Va — x, 


35a SUPPLÉMENT 


Or, cette dernière équation satisfaisant à la proposée 
(a), nous en conclurons qu’elle en est la solution par+ 
ticulière. Ces résultats sont conformes à ceux que nous 
avons trouvés à l’article 383 , où ce même exemple a 
été traité par une méthode différente et particulière 
aux équations différentielles du premier ordre, et où 
nous n’étions pas encore convenu de ne pas regarder 
comme solution particulière les équations sé la for 
TX — const. 

Différentiant l'équation (a) par rapport à y, x et 
dy, il serait venu celle 


(y Va V/y + x'— à) Vy Ex ai Pr = 

d DR DAS 
= Ve) PET Ve. 0. 
Or, faisant y* + x°— a°’—o pour que le coeflicient 


ddy ,, re pre A 
de SE s'évanouisse, On a y — V/a—x?, d'où 


NON DS me ER UN CR Le NN 
DT ex ‘ dx V'a— x 
Substituant ces valeurs dans l'équation (c), on a 
sg ms x? — x? on LX = 2 
dx? | ÿ/(e— 7 5) ©? #7 


ce qui est, comme nous l’avons on à l’article 
(488) , le caractère dessolutions particulières des équa- 
tions différentielles du premier ordre. 
EXEMPLE Il. Trouver les solutions particulières dés 
équations 
(dy)° + 4xdx°d’y — 4dydx$ = 0,..... (d). 
Ecrivant cette équation sous la forme 


(dy A oxda°}) = 4 (x°dzxt + dydx®) 1 


et 
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et prenant la racine carrée des deux membres, on 
a l'équation 
dy + 2rdr° — odxV'x°dx®+ dydx.,..,..21,(e), 
qui différentiée par rapport à d'y et dy, donne 


D dy _ dy 
Vert me 


en" dy 
et faisant le coefficients de 7 —0,0n à dy—=-x"dx, 


8 
d'où y =— 7 +c, ou plus simplement à cause de 


l'arbitraire de c, on a l'équation 


= DE 


qui satisfait à la proposée, et qui conséquemment en 
est une solution particulière. 


491. LE solutions particulières des équations dif- 
férentielles d'un ordre quelconque, ne sont pas tou 
jours les solutions particulières des différentielles de 
l'équation proposée, ou de ses intégrales de tous les 
ordres, puisque pour que cela eût lieu, il Faudrait 
que toutes les équations, telles que celles (a), (a”).... 
de l’articleÆ84 , eussent lieu simultanément. Ainsi y—# 
étant l'intégrale finale de l'équation dV—o , etdy - d£ 
l’une de ses premières integrales, ces deux dernières 
équations ne pourront avoir une même solution par- 
ticulière y—X, qu'en tant qu'on aura simultanément 
d°'£ —o etd“d£ —0o. Pa exemple , faisant dans l’é- 
quation (e) de l'article précédent, dy — zdx, d’où 
ddy — dzdx, on a la transformée dz + oxdx — 
dé x + 2, d'où dx — Pan Rd » et intégrant 

| 2 V4 X° + Z 


2. 23 
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il vientzæ=ÿ/2 ZE +c, d'où ?—0cx—7z, et 
par conséquent 


dy = dx — oc'xdx..........(a) 


ce qui est une première intégrale de l'équation (d) 
de l’article précédent, et: l'intégrant, il vient pour in- 
tégrale finale l'équation 


ÿ —= c?T—c'xÆ c'. os 7 .(b); 
donc £étant = cx— c'x° ec" et d£—(c?—oc'x)dx, 


, æ 
l'équation d”£ — o donne 2c' — x — 0; d'oùc— —, 
p] 


et l'équation d°’d£ — o donne, 2 — 2x —o, d'où 

“— zx; donc ces deux valeurs de c” n’étant pas iden- 

tiques, il s'ensuit que la solution particulière (f) [art. 

490], n’est pas’/la solution particulière de la pre- 

mière intégrale (a) de l’équation (d) [ art.4go]. 
Mais si à cause de l'arbitraire de la Constante c" 

À 4 
nous la faisons — ee , en représentant par c une 


autre constante arbitraire , l'équation (b) se changera 
en celle | 
3y—c—3c" x — Gcax—c..,......(c); 


ou àjontant de part et d'autre x°, ce qui rend le se- 
cond membre — (x — c')*, prenant la racine cubique 
des deux membres et transposant c', on aura l'équa- 
tion 
3 
g—= C4 V/ (37 He c). .........(d), 

qui est évidemment Ja mêmeintégrale finale de l'équa- 
tion (d) [ art. 490 | que celle (b) , mais mise sous une 
forme différente qui ne la rend plus comme l’équa- 
tion (b), la solution complète de la proposée (d) de 
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l'article 490, [voyez l'art. 589). Différentiant l’équa- 
tion (d),on a 


dy = LGy + — —zx"dr......(e), 
qui est une seconde première intégrale de l'équation 
(d) [art 490], et qui a la même première solution par 
ticulière (fYart. 490] que l'équation (d)[art: 490], ce 


qu'on trouve à priori en faisant la quantité radicale 

de l'équation (e)—0o [art. 383], et dans ce cas- ci il 

est aisé de voir que l’équation de condition 
APE UE 0} 

afin que l'équation (d)[ art. 490], et sa première in- 

tégrale (e) aient une même solution particulière , est 

satisfaite; puisque l'équation (c), qui est, l'intégrale 

finale de celle (d) [art. 490], donnant 

EF —=3c°x—53c'x— c'°, d'où dé == (56° 6c'x)dx , 

on aura 

ds'£ 


Ti = 6c'x— 5x? —3c?—=0, d'où «2 — 2c’x + x —=0o 
E » 


et par conséquent c—x, et que de même on aura 
d'd 
PE — 6c— 6x = 0, d'où c=x. 


492. On peut par des procédés semblables aux pré- 
cédens , trouver les solutions particulières et simul- 
tanées d’un système de m équations entre mn -1 
variables x, y, Z... et d’un ordre quelconque 7, en 
supposant toujours que l’une des variables x varie 


‘uniformément. En effet, considérant les constantes c’ 
. des valeurs de y, z.. dans les intégrales finales des 

équations proposées , comme variant elles-mêmes, et 

représentant respectivement par y + dy , z + dz... 


ce que deviennent les valeurs de y, z...lorsque les 


rs 
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‘constantes arbitraires ont varié ; ensuite substituant 
dans les m équations proposées les quantitésy + dy, 
z +3... à la place de y, z..., et retranchant de 
chacune des m équations résultantes , celle qui lui 
correspond parmi les m équations données, il est clair 
qu'on aura encore m équations qui, évidemment, ne 
seront que ce qu'on aurait obtenu immédiatement en 
différentiant chacune des équations proposées par rap- 
port aux variables y, z...et leurs différentielles de 
tous les ordres jusqu'à celui 7 inclusivement , en met- 
tant la caractéristique À à la place de la nouvelle d 
qu'on aurait introduite , et en ayant seulement l’at- 
tention dans cette différentiation , de placer la lettre 
à immédiatement avant la variable ; on aura donc par 
ce moyen un nombre m d'équations affectées des dif- 
férentielles de l'ordre x et des ordres inférieurs de dy, 
dz , etc. Multipliant la seconde de ces équations par un 
facteur indéterminé.b, la troisième par un antre fac- 
teur indéterminé 8”, et enfin la m'°"* équation étant mul- 
tipliée parle facteur indéterminé 6(%—1)", et ajoutant ces 
mn équations , on n'en aura plus qu'une qui renfermera 
les quantités d'dy,d"dz... Or, si les termes affectés de 
ces dernièresquantités nes’évanouissaient pas, il est clair 
qu’alorsen résolvantsuccessivement cette équation par 
rapport à dy, dz...les valeurs de ces quantités, et de 
suite celles de y, z...(art. 487), auraient x cone- 
tantes arbitraires ; donc ces valeurs de y, z.., ne 
seraient plus des solutions particulières (art. 484). II 
faut conséquemment rendre nuls les coefliciens de d'éwy, 
d'?z..,, ce qui donnera un nombre m d'équations 
entreles m—1 indéterminées 6", 6"...6(—" parle moyen 
desquelles on éliminera ces m—1 indéterminées, ce qui 
donnera m—1 équations entre les coefficiens qu’avaient 
d'y, d'?z... ayant l'introduction des facteurs indéter- 
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minés. Combinant ces équations de condition qui doi- 
vent avoir lieu en même temps que les propostes, avec 
ces m dernières équations, on pourra éliminer les quan- 
dy d'y dy bd 'zt dir dr 
dent durs? dx” dard de 
ce qui donnera une équation primitive qui sera une 
solution particulière , et d’où l'on pourra gn conclure 
d'autres par la différentiation et des A tt Bons k 
ensuite l'intégration. 

Soient, par exemple, proposées les deux équations 
LU 


tités 


(y°— 2ax)dy — «°dz + 2aydx = 0 (a) 
zdy® + ydzdy + 2adzdx = 0 | ESS " 
Différentiant ces équations par rapport à y, dy , zet 
dz en conservant pour plus de simplicité la carac- 
téristique d à Ja place de celle d', il viendra 
(y? — 2ax)ddy — a ddz + etc. — 0 

(2zdy+ydz)ddy+(ydy+2adx)ddz+ ete. —0 


Multipliant la seconde équation par 6” et ajoutant le 
produit avec la première équation en (b) ,ona 


[(*— 2ax) + 6’(ozdy + ydz)\ddy 
+ [6 (ydy +2adx) — a \ddz + etc. = 0; 
et puisque les termes affectés de ddy et de ddz doivent 
«s’évanouir, on aura les deux équations 


Y°— 2ax + b'(2zdy + ydz) nn (fe 78 
b(ydy + 2adx) — a —0 ; 


pre (b). 


et éliminänt 6’, il viendra 

Q@°— 2ax) (ydy + 2adx) + a°(2zdy + ydz)— 0. 
Divisant cette équation et les deux proposées en (&) 
par dx, et éliminant entre les trois équations résul- 
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AU. | dz 
tantes les quantités Y et -— , on aura l'équation 


dx. dx 


valeurs dans les deux équations proposées O$c on ti- 
rera également de l’une et de l’autre l'équation 


(y° — Fr + 2aydx = 0, 


qui étant divisée par "3 donne l'équation 


Ydy — axdy ae me J=o, 
y” ÿ 
qui étant intégrée (art. 323), donne complètement 
F'HSaTEs Cp RU. (d). 
Ainsi les équations (c) et (d) sont les solutions par- 
ticulières des équations proposées (a). 


CHAPITRE IV. 


De l'intégration des équations aux difjéren- 
tielles partielles du premier ordre. 


_ 493. L£: équations aux différentielles ordinaires dont 
nous nous sommes occupé jusqu'à présent , donnaient 
une relation entre les différentielles des variables in- 
dépendantes x, y... et celle de la fonction inconnue 

z de ces variables. Mais les équations dont nous.allons 
nous occuper , ne donnent que la relation des diffé- 
rentielles partielles de la variable principale z par rap- 
port à celles x, y... dont elle est fonction, et il faudra 
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par le moyen de ces équations, trouver la valeur de 2. 
c'est en cela que consiste la résolution ou intégration 
des équations aux différentielles partielles. 


Nous regarderons une pareille équation comme ré- 
solue, lorsque nous l’aurons ramenée à ce que sa so- 
lution ne dépende plus que de l'intégration d’une 
équation aux différentielles ordinaires. 


494. Avant d'entrer en matière , nous rappellerons 
à nos lecteurs que représentant par z une fonction 
dex,y,s....., nous appelons différentielles par- 
tiellaa indiquées , les quantités d*z, d’z, d'z.... et 
différentielles partielles efFectnées, au Ficda, , ’zdy, 
f'zds. (art. 20). De même, lorsque nous voudrons 
indiquer la différentielle partielle de z par rapport à 
deux, trois. ..variables, telles que xy ,.æys...,nous 
écrirons#d)z, d*d'd'z... ou plus simplement 24 
drY2,,. Mais nousavons vu aux articles 54, 75 et 76, que 
quel que soit l’ordre des différentiations partielles, le 
résultat esttoujours le même, donc d'2—d)*z; de même 
de d%%2— die); — dE = — d%#z, et enfin 
généralement on pourra écrire däns les différentiations 
partielles de 3 par rapport à un nombre quelconque 
de variables x, y, s..., ces dernières variables .dañs 
un ordre quelconque. 

De même d’z étant égal à ffzdx, nous ‘aurons 
d72 RAT pi dr | 
= {73 , et si nous différentions cette équation par 


rapport à y, nous aurons D'ÉE ZE (Er2)dy 


dx 
: d'7Z £ f 
Ou -—— ,—= 1’({*z) ce que nous écrirons de la manière 
dydx ? Face | 
dz x ; dYass.z, 


- Z 
Suiv nn YT y À a — mm YTSso . 
yante Dax f}7z ; et de même sde 1 DES ; 
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ainsi f°z tenue ce que devient la fonction rariable z 
de x, y, s.. ; Jorsqu'après lavoir différentiée par- 
tiéllement DA qu à æ , on a divisé cette diffé 
rentielle par dx; de meme fx représente ce que de- 
vient z lorsqu'après l'avoir différentiée partiellement par 
rapportà æety, on a divisé cette différentielle par 
dxdy ; enfin généralement ff)": est ce que devient 
z lorsqu'après l'avoir différentiée par rapport à x, 
Y; 5....., on a ensuite divisé la différentielle par 
dr dya “4 

Il faut faire attention que ces différentiations par- 
tielles faites à la suite les unes des autres, fussent- 
elles en même nombre que celui des variables x ALAN DYE 
dont zest fonction, ne donneraient pasla différentielle 
dez , qui se compose de la somme des différentielles 
partielles de z, par rapport à toutes les variables 
secondaires æ, y, s... ; par exemple , z éta ag fonction 
de x et de y, ona ds —=d'2+d'2=f"2d7 + fzdy, 
quantité qui est différente de celle d*’z — ff/zdxdy , 
laquelle n’est que la différentielle partielle, par rap- 
port à x de la différentielle de z par rapport à y, ou 
V'invérse, puisque d*’z— d'?z. , 

De même , pour indiquer l'intégration partielle d'une 
fonction diEéentielle (2 3.5,.59:.d2; dy; dés) par 
rapport à une seule partie des variables par exemple 
æ etry, nous écrirons fTfY(x;,y$s...dx, dy, ds), 
ou plus simplement f#}(x, y, s...dx, dy, ds...) , et 
puisque d®z—d)'"3 , ilest clair que f?dz= f}"dz, et 
généralement quel tie soit l'ordre des intégrations par- 
tielles , le résultat est toujours le même. Il suit de cette 
Hottioi que si z n'est, parexemple , fonction que des 
trois variables x, VS la quantité fE"dz est —/dz — 2% 

499. Une équation aux différentielles partielles est de 
l'ordre représenté par le plus zrand nombre de différen- 
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tielles partielles indiquées de la fonction z des variables 
s,u,v,æ... Ainsi un destermesde l'équation proposée 
d'sA)d?z 


étant, par exemple, affecté de la quantité drdyde 


d(ms)(ny)()z rs TPE 
CR pee 7 D cette équation aux différentielles par- 


tielles sera de l’ordre mæ+n<+1, puisque d", d" 
et d* indiquent respectivement les differentielles par- 
tielles du mi", du ni“ et du premier ordre de la 


fonction 3, en y considérant d’abord seulement s, 
ensuite y, enfin x comme variable. 


496. Nous ne nous occuperons dans ce chapitre que 
des équations différentielles partielles du premier ordre, 
et nous allons commencer par celles à trois variables 
dont la forme la plus générale est 


{45 —— ET F 274) ou Afez+BPa= D}. .. (508), 


dans laquelle z est la fonction inconnue et cherchée 
des variables x et y , et 4, B, D des fonctions quel- 
conques des variables z,x et 

Si l’on fait dans cette équation (508) 4— 0 , alors 
elle se réduit à celle 


laquelle ne considérant que ÿ et z comme variables, 
peut s’écrire sous la forme 


D 
: de =7 dy........(), 


+ 
et résolvant cette équation par les méthodes ordinaires 


d'intégration, on aura celle . 


2=F(x,y)+® (x)...........(0, 


562 SUPPLÉMENT 


dans laquelle x sous le lien de F s'y trouve placé 

comme pourrait s'y trouver toute autre quantité cons 
D ; 

tante contenue dans 5? et g(x) représente une fonc- 

tion arbitraire de x (*) qui disparaîtrait si pour re- 

venir à l'équation (b) ou (a), on différentiait celle (c) 

par rapport à y et z. 

Le cas où l'on ferait B — 0 dans l’équation (508), 
présente évidemment des circonstances semblables’ 
par rapport aux variables x et y prises en sens in- 
verse. 

Le cas de D — 0 rentre dans le cas général que nous 
allons examiner , et en est un corollaire. 


497. Considérant maintenant l'équation (508) dans 
toute sa généralité , et éliminant entre cette équation 
et celle 


dr di2 + ai RUE (0) 


la différentielle partielle d*z, on a l'équation 
(A4dy = Bdx) Te — Ad Ddx.… .… (os), 


d’z 


dans laquelle 5 où fz est encore une quantité i1- 


déterminée. 
Si entre l’équation (508) et celle (a) on élimine d’z 
à la place de d*z , on aura l'équation. 


dz | 
CAdy— Bdx) = Ddy — Bds,…..,....,.(610) ‘ 


+ » » F # 

(*) Nous prévenons que dorénavant nous nous servirons de la 
lettre F seule ou accentue, ou avec un indice, quelconque , poux 
caractéristique des fonctions déterminées , et que nous emploirons 
la lettre & ou ©, seule ou avec les mêmes accessoires que Les pré- 
cédens relativement à°F, pour caractéristique des fonctions arbi- 
traires. | 
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dont on pourra se servir préférablement à celle (509), 
si les calculs que nous allons indiquer relativement à 
cette dernière équation , s'effectuent plus aisément en 
opérant sur l'équation (510). 

Ainsi, considérant seulement l'équation (509), nous 
rappellerons que d’après ce quia été démontré à l’ar- 
ticle 360, il existe toujours un facteur 6, fonction de 
x et de y, dont le produit par le binome 4dy— Bdx, 
dans lequel on ne regarde comme variables que x et 
ÿ ; Sera exactement intégrable par rapport à ces denx 
variables. De même , ne considérant comme variables 
que xet z dans le binome #dz— Ddx, il existe un 
facteur 6” fonction de x et de z, dont le produit par 
ce binome est exactement intégrable par rapport à 
æ etz; on aura donc les deux équations 


[Y=5 (Ady— Bdx) —F (x,y,z).........(b), 
et f*#6"(4dz— Ddzx) —F'(x,y,z).........(c), 
en observant que z ne se trouve sous le lien de F 
dans l'équation (b) que comme constante, et comme 
pourrait s’y trouver toute autre constante a, b.... 
contenue dans 4 et B, et qu'il en est de même pour 
y dans la seconde équation (c). 

Faisant pour abréger 


(GYM CUP (Z,y,21 et PRE (RiY:2)... 20 (e), 
on aura les deux équations 
SF (ady— Bdx)=U et [*#"(4dz— Ddx)=F, 
qui différentices par rapport aux trois variables x,y 
et z donneront celles 

OT Se a it et) 
et 6"(4dz— Ddx) +dF =d7 340 


Multipliant la première de ces deux équations par 
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cn et divisant la seconde par 6" , on aura celle 
êdy 

ee __dz 0 dz 
et Adz — Ddx = . + ai 


Substituant ces valeurs dans l’équation (5oq) , etiso- 
Jant d} dans le premier membre ; il viendra l’équa- 
tion 


6" dz 8" dæ 

dP=— AI RAS LOU e dl dead A et (g). 

T peut arriver deux cas, 1°. que À n’étant fonction 
que de x, B ne le soit que de x et de y, et que D 
ne contienne pas la variable y. 2°, Que 4, B et D 
soient indistinctement fonctions des trois variables x, 
+ etz. Or, je dis que dans l’un et l’autre cas sera 
également fonction de U. En effet , dans le prémier 
cas , U ne sera fonction que de xet de y [équat. (b) 
et (d)], et 77 ne contiendra que les'deux variables x 
etz Céq: (c) et (e)}, on aura donc d’U—=o et d’ U—o 
ce qui réduira l'équation (9) à celle 

=" d'z 

qui, à cause que d} est une différentielle exacte, ne 
peut évidemment avoir lieu qu’en tant que le coefficient 
de dU est fonction de U; donc l'équation (h)se ré- 
duira à celle d =" (U)AU, d'où par l'intégration 


on tirera 
PDU) (211): 


* De même dans le second cas , prenant l'équation (x) 
dans toute sa généralité , et substituant seulement aux 
différentielles partielles indiquées d'U et d’U les diffé- 


+ 
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rentielles partielles effectuées fUdz et fUdy ; il est 
clair que le second membre de l'équation (x) ne ren- 
fermant que les différentielles dU, dzet dy , le pre- 
mier membre d} quiestune différentielle exacte , se 
composera de la somme des différentielles partielles 


exactes d'FP+ d'J + d'}; ainsi substituant ce trinome 
à la place de d}” dans l'équation (g) , et effaçant de 
part et d'autre d’#, on aura 

= TO: DANCE 
d fn x cher 5 dU— ri Le ER A A À 
Or , puisque d7” est une différentielle exacte, ils’en- 
suit que la différentielle partielle de 77 par rapport à 
U, ne peut avoir lieu qu’en tant que 77 est fonc- 
tion de U, ce qui est exprimé par l'équation ( 511) 
qui, conséquemment , a lieu dans les deux cas que 
nous avons examinés. 

L'équation (i) nous apprend aussi que est tou- 
jours fonction de z, et peut ne pas l'être de x et de y, 
puisque d# étant une différentielle exacte, sa diffé- 
rentielle partielle par rapport à z , ne peut avoir lieu 
qu'en tant que Ÿ’—® (z) , et puisque cette équation 
n’est pas affectée des termes d*V et d’V., la quantité 
V peut n'être pas fonction de x et de y. 

Il est à propos d'observer que quoique les quantités 
représentées par U et #7 soient des fonctions de va- 
riables , cependänt elles sont toutes deux égales à des 
quantités constantes. Car si U et Ÿ étaient respec- 
tivyement égales aux deux quantités variables & et y, 
on aurait les équations 


Ady — Bdx — Le et Adz—Ddx— # 
Bdx du 


he SE , _ Ddx dv. 
d'où “AT AE Husr O0 EEr LT be 


566 SUPPLÉMENT 
Egalant ces deux valeurs de 4, et prenant dans l'é- 
quation résultante la valeur de D, il vient 


Bdz dudz dy : 


dy lédydx Fdx : 
substituant cette valeur de D ainsi que celle de 4 
[équat. (k)], dans l’équation (508), on a celle 
Yz* | y 
qui ne peut se réduire à la vraie équation 
d*z + d'z —dz 
qu’en faisant simultanément du — 0 et dy —0o , donc 


uw etv, et par conséquent U et ne pouvant etre 
que des quantités constantes , nous ferons 


(Ua et PE DEEE (512). 


De ces équations, ainsi que de celles (f) on déduira 
les équations 


Ady — Bdx — — sal | 
O 
et Adz— Ddx — — es 


Mais à cause qu'on intègre 6(Ady—Bdx), en y 
considérant z comme constante , et qu’on intègre 
#°(4dz — Ddx) en prenant y conétante, il s'ensuit 
qu'il faudrait faire pourla première intégration d’U—0, 
et pour la seconde d'F— 0 ; ainsi relativement aux in- 
tégrations qu’on veut effectuer pour avoir Ü et de, 
il faudra poser les équations | 


(513)... dy — Bdx=0o, Adz— Ddx— DeA(014), 
ou Ddy — Bdz —0o (515) 


se... 
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suivant que l'équation (514) est plus aisée à intégrer 
par rapport à z etæ, que celle (515) par rapport à 
yet z, ou l'inverse. 

Ayant par le moyen de l'intégration de l’équation 
(513), multipliée par un facteur convenable 8 , l'équa- 
tion F(x,y,z) = U = a, on entirera y—=F,(x,2,a ) ou 
a—F,(y,2,a),suivant que la seconde équation qu'on vou- 
draiñtégrersera celle (514), ou celle (515);on substituer: 
cette valeurde you de x dans la seconde équation choisie, 
et après l'avoir multipliée par un facteur convenable 6”, 
on l’intégrera pour avoir la valeur de 7”; et substituant 
ces valeurs de U et de F7 dans l'équation (511), on 
aura l'intégrale demandée de la proposée (508). 

Si l'équation qu'on intègre est dans le premier cas 
que nous avons examiné , c’est-à-dire, si 4 est seu— 
Jement fonction de x, que B le soit seulement de y, 
et qu'enfin D ne soit fonction que de x et dez ; alors 
le calcul se simplifie, puisque les intégrations des 
équations 


6(4dy—Bdx)—o et 6"(4dz— Ddx)= 0; 
donnant respectivement U—F;(x,z), et 7 =F,(x,2) 
on a tout de suité par le moyen de l'équation (511) 
celle F,(x,2) —@[F;(x,y)] 

n Ce que nous venons de dire relativement aux équa- 
tions (513) et (514) , a son analogue pour les équa- 
tions (515) et (515) , si B n'étant fonction quedey, 
A n’est fonction que de y et de x, et D n’est fonction 
que de y et de z. 
EXEMPLE Î. Jntégrer l'équation 
XÉFZ + yl2— n2. 

Comparant identiquement cette équation avec celle 

(908), onamd=x, B—Yy.erxD —'nz; ainsi 
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la proposée est dans le premier cas exarminé précé- 
demment. Substituant ces valeurs dans les équations 
(513) et (514), on a celles xdy —ÿydx—=0o et 


xdz—nzdx — 0. Le facteur intégrant de la première 


+ ES 1 Me À 
équation est —, celui de la seconde est -—* ainsi on 
Z 


auf à [nf = 


ae Le. 2 


’ Z : 
d'où /z — Car {b , et par conséquent b—— , mais 
Œ 


7=b Féitae (512)], donc PE —, et substituant ces 


valeurs dans l'équation (511), à vient celle 


LE ( >), 
qui est la solution de la proposée. 
EXEMPLE Il. Intégrer l'équation 
XYÉZ — x°f7z — y. 


Nous avons 4—— x°, B—xy et D—y", ce qui 
donne x*dy+xydx=o et x’dz4y"dx—=0o[équat. (513) 
et (514) |. Le facteur intégrant dela première de ces 


{4 1 
équations est = celui de la seconde par WF pas et. 
Z est ona donc à intégrer les équations HE 


et dz nm —0...(a) ; la première ones 0) 
d'où DE — a =U. De cette dernière équation on tire 
y “it substituant cette valeur dans l'équation (a), 


SALE a dx fe a? 
il vient dit T0; d'où = mb et 


remettant 
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vemettant dans cette dernière équation la valeur de 


é=2X), 00 a 2 =; or F#— e(U), donc 


= à + ®(xy), 


ce qui est l'intégrale de la proposée, 


498. Les équations aux différentielles partielles du 
premier ordre (508) dans lesquelles 4 n’est fonction que 
dex,et B et D sont fonctions de la seule variable y, 
pourraient s'intégrer par la méthode enseignée dans 
l'article précédent; mais elles s’intègrent bien plus 
élégamment et plus facilement par la métliode sui 
vante qu'on trouve, dans quelques ouvrages; traitée d’une 
nianière qui, suivant moi, est incomplète et insufli- 
sante; car ce que les auteurs de ces ouvrages ( voyez 
entre autres les élémens du Calcul différentiel et in= 
tégral de Lacroix , art. 315) indiquent pour le reste 
de l'opération à faire dans les applications de la mé- 
thode “ offre de grandes difficultés et longueurs de 
calcul que j'ai entièrement fait disparaître dans ma 
formule finale (517). 


Soit Af°z— « , d'où D-= Bffz—0; de ces équa- 
° [0] D ans £ 
tions on ‘tire celles f°z — F et £/z — — Mais 


dz—f":dx + fzdy ; donc 


dr dx + DE 


Faisant maintenant 


Cf = et (5% 4e DEN RO 


différentiant la première de ces équations par rap- 
24 
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port à x, et la seconde par rapport à y ,il vient 


{OCE 2 emar et FT =PNE } eur (c €} 


Mais M étant fonction de x et de ©, et IV étant 
fonction de y et de © , on a f°Mdx = dM—f"Mds» 
et f'Ndy = dN —{f°Ndo. Substituant ces valeurs dans 
les équations (c) , il vient . — dM — f° Mds , et 
D red | 
5 dy ue D — AN — f° No; enfin mettant ces valeurs 
dans l'équation (a), on a celle 

dz=dM + AN [FM HEN Ido... ... (d), 
qui, évidemment , ne peut être exactement intégrable 
qu’en tant qu'on fera 


LMÆHEN —g(0)...,..(e);: 
et alors intégrant l'équation (d) , on aura * 
z—= M+N—9(0)...... (f)- 


Pour éliminer » de cette équation , soit fait g(w)—w"", 
en représentant par mn une quantité’ indéterminée, ce 
qui donne w"—/g'(«)d , 

d'où g'(o)= mart, ..., (g). 


Mais les équations (b) donnent celles 


EM [+ EVE —f+, 


donc À étant par hypothèse fonction de x , et Z fonc- 
tion de y, on aura 


EM=X et F°N—— 7, d'où go) = X—Y[éq.(e)], 
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en faisant 


{x=f= eau p =.  B16T. 


Substituant dans l’équation (g), la valeur que nous 
venons de trouver à ÿ’(w) il viendra celle 


Ve 
ve 
nr 


cette valeur de w, ainsi que celles de [7 et de 


TE a [équat. (516)] étant substituées dans les équa- 


tions fat , On aura 


ver VERTE [- “an 


d'où mere TE. pan 


Enfin mettant cette valeur ainsi que celle de @ (w) 


à CE X—Y\" dans l'équation (f), il viendra 


celle 


Day Te 1 1 
[5 SAR] 6 480, À LT ER ARE ANRT ETS 
Vi Vi 
Mais à cause que m est une quantité indéterminée, 
il est clair que le dernier terme de l'équation (k) est 


une fonction indéterminée et arbitraire de X—Y, 
qu’on pourra représenter par @ (X— Y ) ; on auradouc . 


(DE ec. .(B17), 


24.. 
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ce qui est la solution générale et fortsimple des équa- 
tions en question. 


EXEMPLE. Jntegrer l'équation 
RE Va Res). 
Nous avons 4— x°, B—7y et D— y; done 
ALU AS ANNE , Day ya 
X=— À, = [éq. (516)], ef? = 2 Subs- 


tituant ces valeurs dans l’équation (517), et faisant 
attention que @ indiquant une fonction arbitraire , on 


peut mettre (=+5) à la place de (+9) | 
on aura | 
= À +4(e : 
2=L ++); 
ce qui est l'intégrale demandée de l'équation (1). 


499. De même que l'intégrale d’une fonction ou 
équation différentielle ordinaire a un nombre infini 
d’intégrales particulières (art. 374), lorsqu'elle est con- 
-sidérée abstraitement , à cause des constantes arbi- 
traires qui entrent dans l'intégrale générale, et que 
ces constantes ne prennent de valeurs déterminées que 
lorsque la quantité différentielle intégrée, étant la re 
présentation de quelque point d'application d'analyse à 
la Géométrieou aux sciences physico-mathématiques, 
on trouve pour autant de circonstances qu’il y a de 
constantes arbitraires , et indépendamment des équa- 
tions du calcul, les valeurs simultanées des variables 
en quantités connues ; de même aussi les intégrales 
des équations aux différentielles partielles satisfont tou— 
jours à ces équations , quelle que soit la forme qu’on 
donnera aux fonctions arbitraires des variables qui 
entrent dans ces intégrales. Ainsi considérant abstrai- 
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tement une équation aux différentielles partielles, elle 
a un nombre infini d'intégrales particulières. Mais si 
cette équation provient de quelques considtrations 
d'analyse appliquée, alors on déterminera les fonctions 
d’abord considérées comme arbitraires, si l’on peut 
indépendamment des équations données par le calcul, 
et d'après une circonstance particulière de l'objet au- 
quel on applique l'analyse, trouver deux équations 
primitives entre les trois variables qui aient lieu simul- 
tanément. En effet , soit 


2 —=F(x y) + @(S).....{(a). 
L'intégrale d'une équation aux différentielles partielles 
du premier ordre , en représentant par $ une com-- 
binaison connue de x et de y. Supposons qu'on sache 
d’ailleurs que pour certaine circonstance particulière 


de l’objet de ces calculs, on a simultanément les deux 
équations déterminées 


(Oo) ARR vez) —o et FE.fX,y, r)=0..4(c), 
alors faisant S—t....(d), on aura trois équations 
(), (c), (d) par lemoyen desquelles on trouvera les 
valeursrespectives des trois variables x, Y, zen fonc+ 


tions de {, et substituant ces valeurs dans l'équation 
(a), elle prendra la forme : 


F(—FO—=e (0, 

f et F’ étant les caractéristiques de fonctions déter 
minées. Donc ayant la valeur de @ (£) en fonctions 
déterminées de t, et remettant à la place de cette der- 
nière lettre celle S qui représente une combinaison 
donnée de x et de y, on aura déterminé ® (S), et 
par conséquent tout le sera dans l'équation de réso- 
lution (a). 


200. Parmi les équations aux différentielles partielles 
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du premier ordre qui peuvent se présenter dans le 
calcul , il m'a paru impossible d'intégrer celle 
rx ee PONS RANSCETEEE) 

en ge servant des méthodes précédentes; mais heu- 
reusément que l'intégration de l'équation (518), peut 
s’obtenir d’une manière très-simple par le seul se- 
cours de l’équation 

dz—frzdx + Pzdy...... (a). 

En effet, substituant dans cette dernière équation 
la valeur de f*z prise dans la proposée ( 518), et 
observant que fzdy = d\ yPz ]—ydfz, et que 
F(Pz)dx = d{[xF(fz)]— xF'(fz)dfz , en faisant 

; __dF(fY2) 
F Pa peter (0 
on aura l'équation 
2 = d'a (fz) ]H4-d[yP21 — Carr" (Éz)+y dx... (c), 

qui, évidemment, n'est exactement intégrable que 
si l’on fait | 

xF'(Pz) y = (2). .....(d); 
et alors posant l’équation | 

do(Dz) == TP) REF PAT 
l'intégrale de l'équation (c), et par canséquent de la 
proposée (518), est 

z = xF(É2) + YEz — p(P2)..... , (619). 

On a dans cette équation f’z qui est inconnue , et 
le dernier terme qui est une fonction arbitraire de 
cette inconnue; ainsi dans le cas que nous considérons 
à présent , le CAIcH a été plus simple pour trouver 


l'intégrale que dans les cas précédens. Mais afin de 
parvenir à la valeur finale de z en fonctions déter- 
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minées de x et de y, d'après les circonstances de la 
question qui a donné lieu à ces recherches, il est 
évident que le calcul doit être plus compliqué que 
celui enseigné à l’article 499, puisque nous n'avions 
alors qu'une fonction à déterminer , et qu’ici nous 
avons de plus à éliminer une quantité inconnue. 

Soit fait pour abréger fz — u, et snpposons qu’on 
a simultanément comme à l’article 499, les deux équa- 
tions déterminées 


PF, y , z)=0oetF,(x, y,z)=0....(x), 


onpourra entre ces deux équations et celles (d) et (519) 
éliminer les trois variables æ , y et z ; on aura donc 
une équation F;[ç'(u), g(u) ,u]=— 0 ; d'où l'on tirera 


celle 
eu) = File Cu), u].....(h); 

mais q'(u)du = de(u}[ équat. (e)], donc 

g'(u)du = dF{+(u), u]; 
eFectuant la différention du second membre , on aura 
une équation différentielle ordinaire du premier ordre 
entre les deux quantités x et g’(u) , et qui, par con- 
séquent, pourra s'intégrer soit @'elle-même, soit par 
le moyen d'un facteur ( art. 360), ce qui donnera 
g'(u) — Fs(u), donc g'(u) sera déterminé, et par consé- 
quent g(u)ile sera aussi [équat. (k)]. Substituant les 
valeurs de g’(u) et de o(u) dans les équations (d) et 
(519), on aura deux équations entre x , y,z etuou 
fz, parle moyen desquelles on peurra éliminer cette 
dernière quantité, et il ne restera par Conséquent 
qu'une équation déterminée entre x, y et z quisera 
la solution de la proposée (518). 


5ot: Considérons maintenant les équations aux dif- 
Férentielles partielles du premier ordre à quatre ya- 
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riables x , y, u, z dont la forme la plus générale 
est 


d'z d'z 
ou. Afrz + Bfz + Cftz =D 


A, B, C et D représentant des fonctions des va- 
RAVTES" qui entrent dans l'équation. Éliminant d'z entre 
l’équation proposée (520) et celle 


dz = d2 + d'2+ d'z...,..(a), 
on a 1 l'équation | À 
"æ 
CAN 0 BIANEE sn + (Adu — Cdx ) FE Fr 
— Adz — Ddx.....(5ai) [*], 


Hg az, (520)3 


d'z . d'z Le 
dans laquelle 7, êt 7 sont encore des quantités in 


déterminées. Soient 0— f(x, y), 6 = fu, x) et 
6"—F'(x,z) les facteurs intégrans respectifs des trois 
binomes 


Ady— Bdx, Adu—Cdx et Adz— Ddx, 


en ne considérant comme variables dans chacun des 
binomes que celles dés quatres lettres x, y, zetu, 
dont les différentielles affectent les termes ; ce qui 
donnera exactement 

[70 (Ady — Bdx)=F (x,y,z,u) —=U 

fu (Adu — Cdx)=Fi(x,y,zu) 10 }......(b), 
S56" (Adz — Ddx)=F,(x,y,z,u) = : 


[*] Il est évident que si on élimine encore successivement 
drz et d*z entre les équations (520) ct (a), on aura deux équa- 
tions analogues à celle (521) que le lecteur trouvera aisément. 
Ainsi on aura trois équations, parmi lesquelles on choisira celle qui 
sera la plus favorable aux calculs que nous allons indiquer relative= 
ment à la seule équation (521). 
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en représentant respectivement par U, 7” et F” ces 
trois intégrales. 

_ Différentiant chacune des trois équations précédentes 
par rapport aux quatre variables, on a 
O (Ady — Bdx)+ d'U + d’'U —dU 
8 (Adu — Cdx) + d'IF +: IT = 74 
8"CAdz — Ddx)+ d'F + d'F = dr 


Multipliant la première de ces trois équations par 


dz I d ae t divisant la troisième 
By? a seconde par 57 , et divisant la trois 
par 6", ona 
d'2  d’z ERA 4 
(4dy—Bdx) 5 —— FE ty ° U— EU U; 
des d"z d'z 

sd dr Z Z 

( du. Cd) LE = —-dIV — STE re — d'IV — Te — d:JF, 
Ad:— Ddx — ar Mae UN 4 


g” ÿ" Y ghz * 


Substituant ces valeurs dans l'équation (521) , isolant 
dÿ, et multipliant par 6", il vient 


6"d'z 6"duz è es Yg 


dV— dy ——dU + -—— RES dIV — ro mARE Ur ra 
6'd'z 
UP CŸIP + dIT] +LOP+ Me PVR. (d). 


Ici, comme à l’article 497, nous distinguerons deux 
cas, 1° celui où À n'étant fonction que de x, on a 
B qui n’est fonction que de x et de Y5 C qui ne 
l'est que de w et de x; enfin D qui n’est fonction 
que de z et de x. 2°. Celui où 4, B, Cet D sont 
indistinctement fonctions des quatre variables. Or, 
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je dis que dans l’un et l’autre cas, on aura égale= 
ment 

PE RCUIP ESS (5 aa) ; 
En effet, il est évident que dans le premier cas U ne 
sera fonction que de x et de y, J#/ ne le sera que 
de x et de u; enfin Ÿ ne sera fonction que de x et 
de z; donc l'équation (d) se réduira à celle 

6"d'z 6"d"z 
TN ee FA 

POIES £ Ty dU+ ——— TE dif 

qui ne peut être intégrable qu’en faisant le coefficient 


de dU=— IV, et celui de dIV = U , ce qui donne 
PUS ER (e): 


ou bien en faisant le coefficient de dU—@}{U }, et 
celui de d/— @,(J7) , d'ou résulte l'équation 


dy =e\{U)dU +, (IV )dIF, 
dont l'intégrale est 7 —+,(U) +9,(/7) qui, plus 


briévement et plus généralement, peut s’écrire sous 
la forme de l’équation (522) dont celle (e). n'est évi- 
demment qu'un cas particulier. 

Dans le second cas , mettant dans l’équation (d) les 
différentielles be effectuées fUdz, f“Udu, 
PYFay et f:77/dz à la place des respectives Hd dus ca 
d'U, d'U, d'IV et IV, on verra évidemment que 
le be onbre de l'équation (d) ne renfermant que 
* les différentielles dy, dz, du, dU et dIF, la diffé- 
rentielle d77 qui est exacte ,se composera de la somme 
des différentielles partielles exactes d' + ŒF+ d'y 
+ dU 74 d" ÿ, ainsi substituant ce quintinome à la 
place de d} dans l'équation (d), et effaçant de part 
et d'autre d’F7+ d'F'; cette équation deviendra. 
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ar + dy ap de au 


ch + CID cn (EUdz+fUdu) 


ms 


= (PP dy + FIV dz)..….…... (P): 


Mais d}/ étant une différentielle exacte, il est clair 
que les différentielles partielles de 77 par rapport à 
U et NW ne peuvent avoir lieu qu'en tant que 7 est 
fonction de U et de 77 ; c'est ce qui est exprimé par 
l'équation (522) qui, conséquemment, a également 
lieu dans les deux cas que nous avons examinés. 

L’équation ( f) étant affectée dela différentielle par- 
tielle de 77 par rapport à z et non de celles de 77 
par rapport à-x, y et u; nous en conclurons que 7 
est toujours fonction de la variable principale z, et 
peut ne pas l'être de quelques-unes des variables se 
condaires x, y et u. 

De même qu'à l’article 497 , et par un raisonnement 
parfaitement semblable , on démontrera que a, b et 
. creprésentant des constantes, on a les équations 


DONS LÉO PRE. 
donc les équations (c) se réduiront à la forme 


6 CAdy — Bdx)—= —d'U —d'U | 


8 (Adu— Cdx) = —d'IF — IT 
6"CAdz — Ddx)=— WF — &y 
Mais à cause que les intégrations des binomes 4dy—Bdx, 
Adu— Cdx et ÆAdz — Ddx ne sont respectivement 
relatives qu'aux deux variables qui y ont leurs diffé- 
rentielles, on peut, pour effectuér ces intégrations, 
poser de suite les équations 


4 4dy—Bdx=0, Adu— Cdx—o et Adz— Ddx=0 }(h), 
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et après avoir trouvé les facteurs intégrans respectifs 
0 1x, y), 0—= fu, x) et E"—f"(z,x) de ces trois 
équations (A); on intégrera la première, ce qui 
donnera F(x,y,2,u) =U= a; d'oùu— F'(x,y,3,a); 
substituant cette valeur de w dans la seconde équa- 
tion en (4) multipliée par son facteur intégrant 6” et 
intégrant, on aura F,(x, y, z, a) —=7JV = b ; d'où 
Y—=F"(x,2, a, b): substituant cette valeur de y dans 
l'équationu—= F'(x, y, z, a), il viendrau—F"(x,z,a,b) : 
mettant les deux valeurs de y et de uw qui ne con- 
tiennent plus que les variables x etz, dans la troisième 
équation en (A) multipliée par son facteur intégrant 
8" et intégrant, on aura F.(x, z,a, b)—#; subs- 
tituant dans cette dernière équation et dans celle 
Fi(x, y, 2, a) = 79 = 0 la valeurdea—F(x, y, z, u), 
il viendra 

PCT ND) ER FOUTU CLIN EUR) ET 
Enfin substituant cette valeur de b dans la dernière 
trouvée à 77, on aura les valeurs de U,/V et F en 
fonctions des quatre variables , et formant d’après cela 
l'équation (522), celle —- ci donnera l'intégrale de- 
mandée de la proposée (520). 

Mais à cause de la fonction arbitraire caractérisée 
par ® qui entre dans l'équation finale (522), il s'en— 
suit qu’en considérant abstraitement la proposée, celle- 
ci aura un. nombre infini d'intégrales particulières , et 
ce ne sera que si l'équation proposée est le resultat 
de l'analyse appliquée à un objetindiqué, qu’on pourra 
déterminer la fonction arbitraire par des moyens sem- 
blables à ceux indiqués à l’article 499 pour les équa- 
tions à trois variables. 


502. On voit assez d’après l'analyse précédente, 
relativement à l'intégration des équations aux diffé. 
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rentielles du premier ordre à trois et quatre variables, 
comment on devrait s'y prendre pour celles quiren- 
fermeraient un plus grand nombre de variables; etil 
serait facile d'établir une règle générale pour ces inté- 
grations, quel que soit le nombre de variables ; mais il 
serait trop long d’énoncer icicetterègle, et le lecteur 
pourra y suppléer aisément. 


503. Nous n'avons jusqu’à présent considéré que 
les équations linéaires aux différentielles partielles, 
c’est-à-dire dans lesquelles fz, f/z... ne sont élevées 
qu'à la prèmière puissance : nous allons maintenant 
nous occupér des équations aux différentielles par- 
tielles quelconques du premier ordre , et nous verrons 
que l'intégration de ces équations se ramène à celles 
des équations linéaires considérées précédemment. 


En effet, soit proposé d'intégrer l'équation 
PRE Nr 2 127" 24) 0 0 0), 
dans laquelle les cinq quantités sous le lien deF, 


peuvent être éleyées à des puissances quelconques. 
Résolvant l'équation (a) par rapport à f/z, ona 


PL PGr, y me, Er) TX 46); 
donc, la valeur de f’z contenant les quantités variables 
&,Y, Z, f°Z, On aura 
. dfz= Adx + Bdy+ Cdz + Ddffz..... (c), 

en représentant par 4, B, C, D des fonctions dé- 
terminées des variables x, y, z et ffz : mais d’après 
l'équation proposée (a), la quantité ffz, que pour 
abréger je représenterai un moment par £, étant fonc- 
tion de æ, y etz, on aura 


df*z ou dE —fr;dx + P'édy + F£dz..,.,(d), 
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et substituant cette valeur dans l'équation (c), ül 
viendra 


dfz =(4+DFE)dx+(B+DEE)dy +(C+DPEdz, 


d’où il suit les égalités 


FL pppe, CPE = B + DE 
dErz Dreftots RME (e). 
FA = C + DFE. 


Mais comparant identiquement l'équation 
dz — fezdx + Fzdÿ , ou Edx + f'zdy — dz —0. (P), 
avec celle 

Pdx + Qdy + Rdz= of équat. (328) , art 359], 
on à En Q=?z et R=—7r,; 


nn Li deR dodo 
d’où e — A + DFE, ER 0) 
dP j 
PP, Pare, enfin PC CHDfE; 


“substituant ces valeurs dans l’équation (330)[ art. 350], 
on aura pour équation de condition de l'intégrabilité 
de l'équation (f} multipliée par un facteur tRETaUE: 
_ celle 

DE DÉFE + FC, y, 2, 8) — DÉJFE = A+ CE, 
qui est une équation aux différentielles partielles du 
premier ordre entre Îes quatre variables x, y, z et celle 
£ qui est la variable principale; ainsi en intégrant cette 
dernière équation [art. 5o1], on aura £ ou f#z en 
fonctions de x, y , z ; et substituant cette valeur dans 
l'équation (bd), on aura aussi fz en fonctions de x, 
3, 3 ; donc l'équation dz=—f*zdx 4 f'zdy ne sera plus 
qu'une équation aux différentielles ordinaires, etétant 
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intégrée , elle donnera l'intégrale demandée de l’équa- 
tion proposée (a). 

REMARQUE. Je dois prévenir pour empêcher mes 
lecteurs de commettre une pareille erreur , que c’est 
à tort que quelques auteurs ont dit qu'il fallait subs- 
tituer les valeurs de fz et de f’zenx, zet y dans 
l'équation (a) , ce qui serait un calcul che simple que 
celui que nous ayons indiqué, qui exige une intégra- 
tion de plus, mais conduirait à l'équation identique 
o—o. En effet, puisque l'équation (b) n’est autre. 
chose que la résolution algébrique de l'équation (a) par 
rapport à f’z ; il est clair qu’en remettant dans cette 
dernière équation la valeur de f”z, elle doit y satis- 
faire, et par conséquent réduire le premier membre 
de l'équation (a) à zéro. 


CHAPITRE V. 


Intégrations des équations aux différentielles 
partielles du second ordre à trois variables. 


5o4. 1 forme la plus générale des équations dont 


nous nous D ob dans ce a est 

Fc Yz , 4772 d'z #Z 

A THE dx + dx D + D HET 
ou AËYz + BPEz + CPrz + DÜz+ Efrz —H 
Les lettres 4, B, C, D, E, H représentent des 


fonctions de x, y, Z. Mais nous ne les considérerons 
d'abord que comme fonctions des deux seules variables 


(523). 
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x et y, et lorsque nous supposerons qu’elles ren< 
ferment outre ces deux variables secondaires, la prin« 
cipale z , nous en préviendrons. 

Nous allons successivement considérer cette équa= 
tion (523) avec une partie seulement de ses termes; 
et ensuite nous la considérerons dans toute sa géné- 
ralité ; mais nous-préyenons d'avance, que pour abréger 
nous ne donnerons au premier terme des différentes 
équations que nous traiterons, que l’unité pour coef- 
ficient, ce qu'on peut toujours obtenir en divisant l’é— 
quation par le coellicient du premier terme. Cependant 
lorsqu'à l'article 519 nous intégrerons l'équation (523) 
prise dansle cas le plus général, nous ne supprimerons 
aucun coefhcient. 


5c5. Soit donc, en premier lieu , proposé d'intégrer 
l'équation à deux termes 


d°Yz " 
“dy 1. 57:7.(082) , 
laquelle peut être mise sous la forme de celle 
dYfz — Hdy ; 


‘et intégrant cette dernièré équation en $E cohadérant 
æ comme constante, on aura 


Pr fYHdy + (x)......(a), 
‘en représentant par ® (x) une fonction arbitraire de x 
qui disparait par la différentiation de l’équation pré- 
cédente par rapport à la seule variable y. 


 Substituant à fz sa valeur Ts dans équation (a), 


et ulepliant par dy , on a l'équation 
d'a — dyf'Hdy +e(x)dy, 


.qui étant encore intégrée par rapport à la seule va- 
riable 
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riable y, donne 
2 =fYdyf)Hdy + yo (x) + ?'(x)...... (525); 
en représentant par @’(x) une seconde fonction ar- 
bitraire de x qui disparaît par une première difFéren- 
tiation par rapport à y seule. 


506. Passons à l'équation 
d'#Z3 | 
LP gui À SU dl > 
qui peut être mise sous la forme df:= Hdy, et 
intégrant par rapport à la seule variable y, ce qui 
oblige d'ajouter une fonction arbitraire de x à l’inté- 
grale, on aura " 

{2 — f'Hdy + (x) ou d'z— dxf'Hdy+ é(x)dz, 
et intégrant cette dernière équation par rapport à x 
seule, ce qui nécessite l'addition d’une fonction ar- 
bitraire de y à l'intégrale, ii viendra l'équation 

2 =fsdxf'Hdy + o(2) +6 (y).....(597), 
dans laquelle, à cause de l'arbitraire @(x), nous avons 


mis cette dernière quantité à la place de fe(x)dx. 
Ïl est évident que l'intégrale (527)del’équation (526) 


É . ” ! d*Yz à 
l’est aussi de l'équation dl} = H, puisque d°Y2=— dY#x 
(art. 494). 

5o7. Considérons maintenant l'équation 
dz d’z Z = 
TT D dy oo. is (528), 
que nous mettrons sous la forme 
d’fz d'frz 
—< Y7- x LE DES cé 
dy Dfz, d Où = Ddy, 


et intégrant cette dernière équation par rapport à la 
2. . 45 
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seule variable y, ce qui oblige d'ajouter à l'intégrale 
une fonction arbitraire de x, on aura 


Pz = fYDdy + @(x), 
d’où l'on tire 
frz—e/"Ddre(*) ou d'z— ex)” Pdrdy, 

en substituant à la place de la fonction arbitraire 
e*%) de x celle g(x). Intégrant cette dernière équa- 
tion par rapport à la seule variable y , ce qui oblige 
d'ajouter à l'intégrale une seconde fonction arbitraire 
de x, on aura pôurintégrale de équation (528), celle 


= g(x)f'e/?Dar + ?'(x)..... (Bag). 


508. Soit encore l'équation 


drfyz : 
Fz == Ddx qui, 
étant intégrée par rapport à la seule variable x, donne 


Iz —f"Ddzx + (y), d'où l'on tire 
Pz—el"Ddxe40) ou d'z — dyef*Daxes(y) : 


et intégrant actuellement par rapport à la seule va- 
riable y, il vient l'équation 


2 = f'dyeS"Daxe (y) Lo (x)... (531), 

dans laquelle nous avons mis (y) à la place de e(#»), 
et qui est l'intégrale de la proposée (530). 

5oq. Parmi les équations à deux termes qu’on peut 
déduire de l’équation générale (523), il y en a encore 
trois distinctes quenousn’avons pas encore intégrées, et 
qui offrent beaucoup plus de difficultés. Ces équations 
binomes sont celles où l’un des termes renfermant la 
différentielle seconde de la variable principale z par 


qu'on peut mettre sous la forme de celle 
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rapport à ‘une seule des deux variables secondaires y 
et æ, le second terme renferme la différentielle pre- 
mibol ou seconde de z par rapport à l'autre variable 
secondaire æ ou y. Nous ne nous occuperons d'abord 
que de deux de ces équations dans le cas le plus 
simple, qui est celui où la lettre capitale qui est dans 
le second terme, est une quantité constante : car l’in- 
tégration de ces équations lorsque la lettre capitale 
représente une fonction variable , exige qu’on sache 
auparavant intégrer des équations aux différentielles 
partielles du second ordre de plus de deux termes, 
Soit donc en premier lieu FéAyatOn 
ge er À 6 me ER Ve! ÿ 
célèbre parmi les be » parce qu’elle est re 
lative au mouvement des cordes vibrantes et de GrOs— 
seur uniforme, et qu'elle sert à faire connoître la 
figure que doit prendre cette corde dans ses vibra- 


tions. + 
Ona  dfz—d'fz + drfz— fyzdy + ferzdr, 
et dftz = d'f5z + d'frz —fr)/zdy + fzdx. 


Substituant dans la première de ces deux équations la 
valeur f*z donnée par l'équation (532), ensuite mul= 
tipliant la seconde équation par a; enfin combinant 
successivement les deux équations Fenliantes par voie 
d'addition et de soustraction, on aura 


ad£®z + dfz —(af%z + F2) (ady + dx) 

= (af#z + F2) d'(ay + x)......(a) 
et adftz — dfz—({f°)z — af*z)d(ay— x)... (b). 
Or, l'intégrale du premier membre de la première 
de ces équations étant af°z + f/z; il faut nécessaire 
ment que le second membre soit une fonction dif- 


25. 
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férentielle exacte, ce qui exige que af°*z+f#z soit 
égal à une fonction de ay + x que je représente par 
g(ay+x) ; donc l'intégrale de l’équation (a) est 
afrz + Dr q(ay Hzx)...... (c). | 
De même, l'intégrale du premier membre de l’équa- 
tion (b) étant exactement affz—fYz, il faut néces- 
sairement que f*2— af*z soit égal à @’,(ay — x) ; 
donc l'intégrale de l'équation (b) est 
afrz— À —@Q (ay —x)...... (d). 
Ajoutant les deux équations (c) et (d) , divisant la 
somme par ‘24 , et à cause que @ et ?, sont les caracte- 
ristiques de fonctions indéterminées, mettant SEA 
tivement les expressions g(ay +-x) et @,(ay — x) à la 
place de Ju HA € ques 2) on aura 
A ee D x) HP (ay —x).....… (e). 
Actuellement , retranchant de l'équation (c) celle (a) : 
et faisant sx le second membre de l'équation ré- 
sultante les mêmes changemens que les précédens (ce 
qui doit être, sans quoi @(ay + x) et @,(ay — x) ne 
représenteraient plus les mêmes fonctions dans l’équa- 
tion (e) et dans la suivante), on aura 
fz— ap (ay + x) — ap, (ay — x)... CAT. 
Substituant ces valeurs de f*z et de f”z dans l'équation 
dz —frzdx 4-f/zdy, il viendra 
di=@(ay + x) (ady+-dr)—@,(ay—x)(ady—dx), 
ou dz—=@ (ay+ x) d(ay+x) — P(ay—x) d(ay—x) ; 
mais d® (ay+x)—=(ay+x)d(ay+-x) 
et do(ay—x) = g,(ay — x)d(ay — x), 
donc da = d® (ay + x) + d®, (ay — x), 
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et intégrant il vient l'équation 


z = Day + x) + b(ay — x).....(533), 

qui est la vraie intégrale de la proposée (532). 
510. Considérons en second lieu l'équation 
PYz— af2)3... ,.(534), 

on a dfz—fzdy+ fzdx et dffz—f"/zdy + Fzdx. 
Substituant dans la première de ces deux équations 
la valeur de f”z donnée par l'équation (534), mul- 
tipliant la seconde par & , ensuite combinant succes- 
sivement les deux équations résultantes par voie d’ad- 
dition et de soustraction, on aura | 
dfz+adfsz—f"}2{a(a+1)dy+ dx ]+-df#zdx.... (a) 
dfz—adfz—f")2[a(a—1)dy+dx]-—afzdx.,. (b). 
Ajoutant ces deux équations , et divisant la somme 
par 2 , il vient l'équation 
dPz—f#/2[ady + dx] = fzd(ay + x)......(c), 
dont le second membre ne peut être comme le pre- 
mier une fonction différentielle exacte , qu’en faisant 
F°Yz — @'(a°y + x). Substituant cette valeur dans l’é 
quation (d) et intégrant, il vient 


On voit que jusqu'à présent la marche du calcul est 
la même que dans l’article précédent; mais ici il faut 
la changer , car lasoustraction de l'équation (b) de celle 
(a), ramènerait à la valeur de df*z que nous ayons 
trouvée directement en différentiant f7z par rapport 
aux deux variables x et y. Or, j'observe que la pro- 
posée (534) étant mise sous la forme d’fz— a’d'f#z, 
et intégrant par rapport à la seule variable y , on a 

Dz— d'(x) 


Pz—@f5z + #(r), d'où l'on tire f°z— a ; 


390 SUPPLÉMENT 
et substituant dans cette équation la valeur de fx 
[équat. (d)], il vient 
SE 1 red À 
= = 2 
Substituant ces valeurs de fz (équat. (d)] et de f7z 
dans l’équation dz —f}zdy + f°zdx , on a 


dz—@ ,(a°y +x)(a°dy + dx) — ®(x)dx ....... (e), 
en mettant respectivement @,(a°y + x) et ®'(x) à la 
place de ces mêmes fonctions arbitraires divisées par 
d. Or, «dy + dx — d(a°y + x) ; donc intégrant l’é- 
quation (e), dl viendra 

2 — Q(ay+ x) — D (x)... (530), 
ce qui est l'intégrale de l’équation (534). 


511. Nous allons maintenant nous occuper de l’in- 
tégration de quelques équations aux différentielles par 
tielles du second ordre de plus de deux termes, qui 
s'intègrent aisément par des méthodes qui leur sont 
particulières. Nous nous occuperons en premier lieu 
de l'équation 

Prz= Dfz+ H.....(536), 
qui peut être mise sous la forme 


d'Pz= DPzdy + Hdy.....(a). 


Or, siprenantx constante, on considère fYz et y comme 
deux variables respectivement représentées par y etx 
dans l'équation (298), [art. 342] , celle (299) donnera 


pour intégrale de l'équation (ac), la suivante 
d'a—dyes Ddyt f He—S' Dray + e(x)], 


et intégrant cette dernière équation par rapport à la 
seule variable y, on aura pour intégrale de la pro- 
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posée (536) , l'équation 


z=fYdyef "Ddr | f’Hef" Dar dy+(x)]+9" (x) (537) 
512. Examinons encore l'équation à trois termes 
fz2— Efrz + H......(538), 

qui peut être mise sous la forme 

d'frz = Efrzdy + Hdy...... (a). 
Or, si nous prenons x constante, etsi nous considérons 
frz et y comme deux variables respectivement repré- 
sentées par y et x dans l'équation (298) L'art. 3421, 
nous aurons celle (299) qui nous donnera pour inte- 
grale de (a), l'équation 2p 


fez— es" Edr CS'He-J"Edy dy + px) |, 
qui étant multipliée par dx et intégrée par rapport à 


la seule variable x, en faisant attention que f'zdx—d"z, 
donne l'équation 


= fedrel EVE p" HeS"Edray-+e(x)1+9 0689); 
qui est l'intégrale de la proposée (558). 

513. Nous n'avons considéré jusqu’à présent leslettres 
capitales qui entrent dans les équations que nous 
avons intégrées, que comme des fonctions des deux 
seules variables x et y: mais s’il entrait dans les va- 
leurs que représentent ces lettres capitales , la troi- 
sième variable z, alors les intégrales que nous avons 
données ne pourtaient pas servir ; il est vrai que dans 
ce cas-là , et lorsqu'il n'entre dans l'équation proposée 
que les différentielles partielles de z par rapport à une 
seule des deux variables , telles sont les équations 
(524), (528) et (536), on peut parvenir à trouver les 
valeurs de z par l'intégration d'équations aux différen- 
tielles ordinaires du second ordre. En effet, consi- 
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dérant, par exemple, x comme constante, on aura 
dYz __ d’z d'z  dz 
D W Y # 
ment les trois équations (524), (528) et (536) à celles 
différentielles ordinaires du second ordre. 


dz— Hdy", dz2— Ddzdy et dz= Ddydz + Hdy*, 


, ce qui réduira respective- 


qu'on cherchera à intégrer par les méthodes enseignées 
dans la troisième section; mais ayant toujours l’atten- 
tion d'ajouter à la première intégrale et à l'intégrale 
finale, une fonction arbitraire de la variable x qui 
a été prise comme constante. 

Il est aisé déwvoir, 1° que la méthode d'intégration 
que nous venons d'indiquer, pourrait ayoir de même 
lieu, si outre les trois variables x , y, z, les valeurs 
que représentent les lettres capitales , contenaient en- - 
core la quantité Se 2°. Qu'on pourrait se servir de la 

#4 

même méthode lors même que, comme dans les ar- 
ticles 505, 507 et 511, les valeurs représentées par 
les lettres capitales ne sont fonctions que de x et de 
ÿ; mais le calcul en serait bien plus long, puisqu'on 
aurait à intégrer des fonctions différentielles du second 
ordre , au lieu que par les méthodes enseignées dans 
lesarticles que nous venons de citer, il n'y aà effectuer 
que des intégrations de fonctions différentielles du pre- 
mier ordre. 


_  b14. L'équation (538 ) ne pourrait, comme celle 

(536) , s'intégrer par la méthode des intégrations des 
équations différentielles ordinaires du second ordre ; 
si Æ et H étaient des fonctions des trois variablesx, 


y et z: mais cherchons du moins à intégrer l'équation 


Ps = Elra+ Ha. (540) , 
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dans laquelle £ et H ne sont fonctions que de x et y. 
Soit fait 


en représentant par w une fonction quelconque et in- 
déterminée de x et y, et par Z une fonction inconnue 
des deux mêmes variables. 

Différent'ant l'équation (a), il vient dz—wdZ+Zdo. 
Mais Z et « étant fonctions de x et de y, on a 


dZ={f"Zdx +PZdy, et do — f*odx+ f'ody ; donc 


f5z = of°Z EL ZFo...... (b) 
et Pz—0f}Z + Zfw. De cette dernière équation, 
comme de celle (b) on tire # 


PEz = PofsZ + © TZ LE ZE 0 Æ ZPTo. 
Mettant cette valeur de f}*z, ainsi que celle de Fz 
et de z[équat. (b) et (a)] dans la proposée (540), 
il vient 

“[P<Z— EFZ — HZ) + T:o— EFo]Z 

HPaf:Z HP ZE o —0o......(c). 
Mais d’après l'équation (540), il est clair que le tri- 
nome facteur de « est —o. Ainsi l’équation (c)se ré— 
duit à celle 


(Pa Effo)Z +HPEZ LE DoZfo =o...….. (d) : 


or, puisque © est une fonction quelconque et indé- 
terminée de x et y. Nous pouvons faire 75—£f"o— 0, 
pe 4 TE r ! F7 
d'où o—/f*dxel Edy (x) + @ (y)....(e)Léq. (531) 
art. 508]; donc la fonction représentée paro étant 
actuellement déterminée,en donnant telle valeur qu'on 
voudra aux fonctions arbitraires g(x) et g’ (y), on 
aura f/# et f*» qui seront aussi des fonctions détermi- 


nées de x et de y que je représente respectivement 
LS 
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par +, et w,, ainsi l'équation (d) se réduira à celle 
aux différentielles partielles du premier ordre 

oÉZ + aPZ—=0.....(f), 


par lé moyen de laquelle on trouvera la valeur de 
Z en fonctions de x et y (art. 497). Mais cette valeur 
de Z ainsi que celle de w[équat. (e)], étant indépen- 
dante de Æ , il s'ensuit que si nous substituions ces 
deux valeurs dans l'équation (a), nous aurions aussi 
pour z une valeur qui serait indépendante de H et qui, 
conséquemment , ne satisferait pas à la proposée; 
nous substituerons donc seulement la valeur de Z dé- 
duite de l'équation (f) dans le dernier termede celle 
PrZ— EFZ—HZ —o, ce qui nous donnera une 
équation de la forme 


fxZ — Efr:Z — H—o..... (2), 


dans laquelle Æ’ n’est plus qu’une fonction de x et 
de y, ainsi on pourra intégrer cette équation (g) par 
la méthode enseignée à l’article 512, ce qui donnera 
la vraie valeur de Z, qui substituée ainsi que celle 
de w (*) dans l'équation (a), donnera la vraie inté— 
grale de la proposée (540). 

515. L'intégration dont nous venons de nous oc- 
cuper, va nous servir à trouver l'intégrale de l’équation 
fzz + Dfz + Efrz—0o......(541), 
dans laquelle D et Æ ne sont que des fonctions de x 

et y. 
En effet , soit fait 


Be 07204 (a); 


(*) Cette valeur de # reste toujours indépendante de H; mais 
cela n'influe en rien sur la vraie valeur de 2, puisqu'elle n’a 
été introduite dans le calcul que comme une fonction quelconque 
de x e& y. 
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en représentant par « une fonction quelconque et in- 
déterminée de æ et y, et par Z une fonction in- 
connue des mêmes variables. Différentiant l'équation 
(a) , il vient dz —e* | Zdw + dZ\; mais w étant fonc- 
tion des deux variables x et y, ona do —=f"odx+{«dy, 
et par la même raison on a dZ—=f"Zdx + fZdy, 
donc dz ou fzdx + Pady —e" [ Zfro + F2 7] dx 
+ e*[Zfo + PZ]dy, d'où l’on tire les deux équa- 
tions | 
Frz — e"[Zfro+fr27]..(b) etfrz=e"[ZPeo+HZ]..(c). 
Différentiant l'équation (b) par rapport à y, ou celle (c) 
par rapportà x, on a 
Pz = e[ZPofto LfrofrZ HO ZE OL ZE rot ZT: 
substituant cette valeur , ainsi que celles de f7z etf”z 
[équat. (2) et (c)] dans la proposée (541), et divisant 
par w, on a l'équation 

PE ZH(PotHE)EZ HT P'ofrot fret DP0H+Ef0]|Z 
+ (Er 0+D)Z —0o:..... (d). 
Or, puisque © est une fonction quelconque et indé-. 
terminée de y et x, on peut faire ffo + D—0o, d'où 


© —= —f"Ddx+ p(y).....(e), 

ce qui réduit l'équation (d) à celle 
DeZ+CE-#f"Ddx+e(y)JfZ-TPD+ED1Z=—0..(f). 
Or, cette dernière équation étant exactement de la même 
forme que celle (540) , on en déduira la valeur de Z 
en fonctions de x et y; ainsi substituant cette valeur 
ainsi que celle de « [équat. (e)] dans l'équation (a), 
on aura l'intégrale de la proposée (541). 

dr ces différentes intégrations nous servent d'é- 
chelons pour nous élever à l'intégration de l'équation 
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à deux termes de la forme de celle(532), avec cette 
différence que le coefficient de f7z y était considéré 
Comme constant, et que nous le considérerons comme 
variable. Mais avant d'en venir à cette intégration , 
nous allons, d’après Euler, résoudre le problème sui- 
vant. 


516. Etant donné la différentielle du second ordre 
d’z d'une fonction z-de deux variables # et w par rap- 
port à ces variables ; trouver la valeur de la même 
différentielle d?z par rapport à deuxnouvelles variables 
æ et y quiont avec celles et u des relations semblables 
à celles qui existent entre ces deux dernières variables 
et celle z 


La relation de z avec ft et u , donne 
dz = f'zdt + fzdu.....(a). 

De même , les relations de t avec x et y, et de u avec 
les deux mêmes variables x et y, donnent les deux 
équations. 

()...di= fridx + fidy, du —f{f"udx +#f Eyes FCOT: 
Substituant ces valeurs dans l'équation (a), il vient 
di = fzFidatfzfidy+fezfru de +fezf udy....(d). 
Cette équation résoudrait,la question proposée, sielle 
ne s’'étendait que jusqu’au premier ordre de différen- 
tielle. Mais pour étendre la solution jusqu’au second 


ordre, nous observons que de l'équation (d), on 
tire les deux suivantes 


(e)… ce — fzfrtLftzfru et & Papi Flu. ( IDE 


Différentiant l'équation (e) par rapport à x, celle (f) 
par rapport à y , ensuite différentiant l'équation (e) 
par rapport à y, ou celle (f ) par rapportà x, on a 


Li 
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les trois équations 
PR putes + Pabst he Erafru be Paleu… à (g) 
g = = fhgfrt PP LE Puafu Flu... (A) 
ne = frizfss RE Fzfss LE Pruzfeu E feu... (2). 


Mais fz et f“z étant aussi des fonctions de t et de 
u, les équations (e) et (f) prises relativement à f'z et 
f*z donneront celles 
dsfiz 
dx 
d'fz 
dy 
d'f'z 
dx 
d'f'z 
dy 
Substituant ces valeurs dans les équations (g), (h) et 
(2), on a celles 


, où riz frizfri a fuzfru 


, Où Ê'z = Fzft REMY 


, ou fruz—fuzfrt LR fuzfru 


, Où Êz — fuzEt LE Pur. 


To Pire (Ert) LofufrufrtPafert fus (Feu) 

De ou F2 F2 (Loft zPrufr ep izfre Es (Eu) 
Y + fezPru....(543) 

_. “Æh ii fYzz — fu2fy5t ae 2frt + Pafst LE fuzfrifen 
+ dE feu fran + ff Tu sas 0 (544) 


Or , la valeur de d’z par rapport à x et y ne se com- 
pose que destrois parties f°#zdx* , f#zdy* et Ês2dydx, 
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donc on aura par le moyen des trois équations pré- 
cédentes, toutes les parties qui entrent dans la dif- 
férentielle seconde de z par rapport aux deux nouvelles 
variables x et y, ce qui est la solution de la question 
que nous nous étions proposé de résoudre. 

517. Passons maintenant à l'intégration de l'équa- 
tion 

SE RS LUE ete PAPE NE (545), 

dans laquelle x? représente une fonction déterminée 
de x et y. 


Faisons 


{u— ay + pag et t—Cy+qx}...... (a):,21 
en représentant par & et 6 des fonctions indéterminées 
de x et y, et par p et q des constantes arbitraires. 
Prenons successivement les différentielles partielles de 
u et de t par rapportà xæet y , ce qui nous donnera 


Fu ya +p, Du ya Ha, 

ft fe Hg, Pt = yPe He, 

ee D _ Pru— yfYa + oÙa, 

Per ENT LE, rt — yÉYC + af, 
Substituant ces valeurs dans les équations ( 542 ) et 
(543), ensuite mettant les valeurs de f#z et fz que 
nous déduirons dans la proposée (545) , nous aurons 
l'équation 

ELA (EE + g— (yPC + EN] + FAQ ay 
— (yÉYE + 2P70)] + 2fU2T A (yÉte ÆP)(YÉE + q) 
— (yŸa + a)(yPC +6)]+ ES 2 

— (ya + oÙx) ] + PuzCX(yÉe + p} 

— (yat a) ]—0...:..... (b). 


Mais « et € étant des fonctions indéterminées de x 
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et y, nous pouvons faire les facteurs de f”z et de 
fz égaux à zéro , ce qui donne les deux équations 
aux différentielles partielles du premier ordre 

AVEC — YPC —C— qn...... (c), 

AYÉEE — y x — apr... (d), 
qui réduisent l'équation (b) à celle 
CA CyÉa + pGEE + g)— (Pa + 4)CYPC + 0) TZ 
HS CMP —(CyÉ7C + PO) Fr 7 Cylre 
— (y Ya + 2fa) Jftz —0o,..... (e). * 
Intégrant les deux équations (c) et (d) [art. 497], nous 
aurons 
era ietnbe=E. (mg) he dis Cf). 
Substituant ces valeurs dans les équations (a), ül 
viendra celles 
{u —=yF(x, y)+pzx et t =yF(x, y) + gx}...(g), 
d'où l’on tirera 
{a =F(u,t) et y=Fs(u, 1}.....(h). 
Substituant ces valeurs de x et y dans celle de à et 
dans les équations (f) , nous aurons 


AZF(u, 1), a Fs(u, t) et C—Fi(u, t). 


Enfin substituant ces valeurs de x, y, À, æ et6 en 
u et t dans l'équation (e) , elle deviendra de la forme 
fuz— F,(u, 1)f2 + Fa(u, t)ftz —0.....(:) 
et pourra par conséquent s'intégrer d’après la méthode 
enseignée à l'article 515; nous aurons donc la valeur 
de z en fonctions def et deu, et par conséquent en 
fonctions de x et y d’après les équations (#). Ainsi 
nous aurons l'intégrale demandée de l'équation pro- 


posée (545). 
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518. Nous n'avons considéré dans l’article précédent 
la quantité À que comme fonction des deux seules 
variables x et y : mais si elle était en outre fonction 
de ffz et f/z, c'est-à-dire, si on avait 
AZ FE, JL PS2) (OT 
il faudrait opérer de la manière suivante. 
Prenant successivement les différentielles partielles 
de l'équation (a) par rapport à x ety, ona 
Fa F'(x, y, ÊEz, fz)et Pa =F"(x, y, É7z, fe) : 
éliminant entre ces deux équations f*”z, il vient 
PCA AE ns VAE 0 J 'ECETS 
Si l’on peut ramener cette équation à la forme 
EYz 


f2zZ 
"2 


FE" (x, y, FA, fra). (co); 


ce or f2Yz 
alors éliminant F 


y 
— entre cette dernière équation et 
Z 
celle (545), on n'aura plus que l'équation aux dif- 
férentielles du premier ordre 

AE (cdyd EX NE), 
par le moyen de laquelle on trouvera la valeur de 
À en fonction des seules variables x, y, et l’intégra- 
tion de l'équation (545) rentre dans le cas que nous 
avons traité précédemment (art. 517). Mais si l'équa- 
tion (b) ne peut être ramenée à la forme (c), alors 
éliminant f#*z entre les équations (b) et (545), ül 
viendra 
F2 (PA E A, x y,n°); d'où d'f72=dy(fra Ea,x, y, n°), 
et intégrant en considérant x, A , f*A et À? comme 
des constantes, on aura 
Pa == FU, Fa, &, y, a) + @(fa, Fa, 2, à)... (d). 
Actuellement 
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Àctuellement éliminant f°’z entre les équations (545) 
et (b}, il viendra f2=F'u(Pa, fra, x ,y, x°) , d'où 
d'ffz — dxF'"(Pa, fa, x, y, x°) , et intégrant par 
rapport à x seule, en prenant fa, fa , y et »*cons- 
tantes, on aura 


Frs FU (fra Fra, x, y, à) Hp (Pa, Fra, y, 2°)(e). 
Substituant ces valeurs de fx et ffz [équat. (d) et 
(e) ] dans l’équatien (a); le résultat sera une équa- 
tion aux différentielles partielles du premier ordre 
entre À, æ et y, d'où l'on déduira la valeur de À en 
fonctions de x et y, et la substituant dans l'équation 


(545), on rentrera dans le cas d'intégration que nous 
avons traité à l’article 517. 


519. Occupons-nous enfin de l'intégration de l’é- 
quation (523) prise dans toute sa généralité, et les 
lettres capitales représentant des fonctions quelconques 


dez, x, y, {f*zet fz: mais pour simplifier le calcul, 
nous ferons 


P — H — Dfz— Efrz.....(a): 


Ainsi l'équation que nous traiterons dans cet article, 
sera de la forme 


APYz + BF7z + CfEz = P.,..,.(b). 


Différentiant successivement les quantités f/z et frz, 


on à dfÿz = d'fz + d'frz — d'Yz fs dr à 
, dy dy 
| s d?z dx} 
8e dirx— __ gr Te d'où l'on tire 


2 — d£zdy — d°'z mr d£°zdx — d3 
dy? dx° 


substituant ces valeurs dans l'équation (b), et mul- 
2 


é 


2: 


402 | SUPPLÉMENT 
tipliant le résultat par dydx, on a 
 Adf/zdx + Bdffzdy — Pdydx = f*C Adx* + Bdy 
| + Cdxdy].....(o). 
Soit fait | 
dfz = 7dfz....(d) etiidy—=odu A (e)" 
en représentant par # et w deux fonctions indéter- 
minées de x, y, z, f°z et f’z ; mais avec cette dif- 
férence, que la dernière de ces fonctions peut être 
prise arbitrairement dans toutes les circonstances du 
calcul, et .que la première x ne doit jamais changer: 
en effet, si l'on a une équation z—F(x, y) dans 
laquelle les variables x et y sont indépendantes l’une 
de l'autre, et F indiqne une fonction déterminée, 
il est clair que quelles que soient les relations arbi- 
traires qu’on voudra successivement supposer entre les 
deux variables x et y, la quantité F(x, y) ne chan- 
gera pas: or, à chaque changement de relation sup- 
posée entre x et y, la valeur © qui exprime le rap- 
port des différentielles de ces variables [ équat. (e)] 
changera, au lieu que F(x, y ) restant toujours la 
méme dans ces difféerens changemens arbitraires, la 
relation 7 des quantités dPF(x, y) et df*F(x, y) 
[equat. (d) |, n'éprouvera de meme aucun change- 
ment (*). Cela pose, substituant les valeurs hypothé- 


(*) Pour rendre ceci plus sensible, supposons quez=F(r,y) 
soit l'equation d’une surface courbe ; il est clair qu’en faisant glisser 
d'une manière quelconque sur le plan des xy , et toujours parallèle- 
ment à l’axe des z, une droite dont la longueur varie suivant les 
valeurs numériques de F'(x, y) correspondantes aux différens 
points où l’une des extrémités de la droite rencontre le plan des ES AVI 
l’autre extrémite se trouvera toujours sur l'un des points de la sur- 
face courbe. Mais si &u lieu de faire glisser arbitrairement la droite 
en question sur le plan des xy, on la fait successivement glisser 
.e long de certaines lignes planes tracées arbitrairement sur le plan 
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tiques de df’z et de dy [équat. (d) et (e)] dans l’é- 
quation (c) , on aura celle 
dfez[ 47+4-Bo]—Podx—f:1dx(4+4Bo4Ca)..(f). 


Or, © étant une fonction arbitraire des quantités va- 
riables x, y,z,f"zetf’z, on peut faire 


A + Bo + Cu —=0..... (&) , 
ce qui réduira l’équation (f) à celle 
[47 + Bo ]df®z — Podx..... (A). 


De l'équation (&), on tire 
ARC Vs, L°2, Pz2)i : (): 


Substituant cette valeur dans l’équation (e), il vient 
celle 


d 
= Fig, #2, 82,22)... (): 


mais on à généralement 
dz 


d 
= fe fe .......0 ; 


donc combinant les deux équations (k) et (/), en y 
considérant f*z et f”z comme deux inconnues, on aura 


dy 08 
Pa=Fa( x, PH Te) A 


1 EE AUE 
’ dy dz 
et Fa F( » Y) 2, Te... (n). 


Substituant ces valeurs dans l'équation (1), faisant at- 


des xy, alors on établira pour chacune de ces lignes planes une 
nouvelle relation entre lés coordonnées horizontales x et y qui, 
évidemment, ne change en rien l’expression analytique F(x, y) 
de la coordonnée verticale 3. 

26. 
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tention que Je étantégal àw , le second membre sera 


affecté de », et resolvant l'équation résultante par 
rapport àw, on aura 


dz 
s=F(z;Y, Pi here (us À 


Diférentiant l'équation (m) par rapport à y, divisant 


: dz d'd’z 
at taie es 7 
par dy, et faisant attention que d = 


dx 
TL f£2y 1 3 
kr Sue — NE os , On aura 
PYz = Fix, y,z,/fo, 2, (2H Pr2o]..... (p). 
Par un raisonnement semblable on trouvera que 
PEz —F,[x, y,2, fo, F2, (Prz EL PEz)o]....(g) ; 


et différentiant l'équation (m) par rapport à x, ensuite 
divisant par dx , ou différentiant celle (7) par rap- 
port à yet divisant par dy , on aura 


F2 —F{x, y, 2, fz, Fo, (2 fre]... .(n. 


Mais l'équation (:) étant successivement différentiée 
par rapport à x et y, en divisant à la première dif- 
férentiation par dx et à la seconde par dy, donne 


Fomr/Ur, y, zufiei ras al 
Lo —Fi{x, y. 3, Dai, Ps, 1752) on ÉNA È r 
Substituant ces valeurs de ffw , f« ainsi que celle 
de « [équat. (7)] dans les équations (p), (g) et (r), 
on aura celles 
F2 = Faux, y,2, Dz, fYz, f°7z) 
frz = F(x, y,2, 12, F2), (#72) 
Bras s(xse , Fa PMe:, fr) 
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Considérant dans ces trois équations , f*7z, f#z et f"Yz 
comme trois inconnues dont on veut avoir les valeurs, 
on trouvera par les méthodes ordinaires de l'Algèbre, 
les trois équations | 


Pz = Fix, y, z, Êz, fz) 
Paz Fox, y, 2, 2, É%s) bo. on (8). 
Lz Kia, Ÿ, 2, D, fa) 


Substituant ces trois valeurs dans l'équation (b), ou 
si l'on veut dans l'équation générale (523), et ensuite 
mettant dans l'équation résultante les valeurs de f”z et 
de ffz[équat. (m) et (n)], on aura une équation dif- 
férentielle ordinaire du premier ordre entre les trois 
variables z,x et y qui sera immédiatement intégrable , 
ou intégrable par la multiplication d’un facteur, si 
l'équation (329), ou celle (330) [art. 359 ] est satisfaite, 
et en supposant que cela soit, on aura par l'intégra- 
tion, l'équation 


RP my yen Qu), 
dans laquelle F’(x, y) n’est pasla vraie valeur cherchée 
de z que doit donner l'équation générale (523), puis- 
que la valeur que nous venons de trouver à z [éq. 
(u)}, dépend absolument de la relation atbitraire * 
qu'on a supposée entre les différentielles des deux 
variables indépendantes l’une de l’autre x et y, et 
change avec cette relation dont elle dépend. Mais à 
cause, comme nous l'avons démontré ci-dessus , que 
la fonction 7 reste toujours la même indépendamment 
des valeurs analytiques qu'on peut donner arbitraire- 
ment à ©, et par conséquent aussi indépendamment 
de F’(x, y) qui dépend de w, il s’ensuit qu’on pourra 
se servir de cette dernière fonction de x et ÿ pour 
trouver #, ce qu’on obtiendra de la manière suivante. 
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Par le moyen de l’équation (u) , on aura, par une 
suite de différentiations partielles, les équations 

{£5z = F'(x, y), Pz—F"(x, y), fz a a th à 

et Ps PNY) PARREES (v). 
Substituant les valeurs de f*z et fYz dans les valeurs 
de 4, B,P et « [équat. (u) et (1)], l'équation (A) se 
changera en celle 
Fix, Y)7+F"(x, DdEz= FC, y)dx (x), 

mais dffz — d'fr2+4+ d'ffz — f*zdy + fzdx ; donc 
substituant cette valeur dans l'équation (x}, et divisant 
par dx, on aura 


UE y) + FY(x, y) ](P/7z0 + f5z) — FU (x, y) : 
enfin mettant dans cette dernière équation la valeur 
de © aimsi que celles de f*z et f*z données par les 


deux dernigres équations en (y), on aura une équa- 
tion entre les trois quantités #, x , y, d'où l’on tirera 


r= Ex, y).......(y): 
Mais intégrant l’équation (d) en prenant # constante, 
on aura f/z — 7 frz + g(x), et substituant la valeur 
de 7 donnée par l’équation (y), il viendra l’équation 
aux différentielles partielles du premier ordre 
F(x y) Éz — Dr QUF(x, y)]..... (2); 
qui étant intégrée par la méthode enseignée à l'article 


497, donnera l'intégrale demandée de l'équation gé- 
nérale (523). 
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CHAPITRE VL 


Quelques notions sur les intégrations des équa- 
tions différentielles partielles des ordres 
supérieurs au second , et sur, les solutions 
particulières des équations aux différentielles 
partielles de tous les ordres. | 


bco. L E premier soin qu'on doit avoir lorsqu'on 
veut intégrer des équations aux différentielles par- 
tielles des ordres supérieurs, est de chercher à les 
rabaisser au plus petit ordre possible; ce qui quel- 
quefois n'offre aucune. difficulté ; telle est par exemple 
l'équation de l’ordre m+n 


F(x, y; frez, fG2)0)z, f(iz)CY)Z, Re EPS) == OT 
qui se réduit à une équation du mi" ordre , en faisant 
ter RO) 
puisque généralement f(7)Nz—fr)f17z, et que d’après 
l'équation (b) , on aura F7) —frru; ainsi l’équa- 

tion (a) se réduira à celle 

RG pou, Pubs uote. oc): 
Ayant intégré cette dernière équation, et supposant 
que son intégrale est u —F'(x, y), l’équation (b) 
donnera f*z— F'{x , y), ou d'fXz = dxE"(x,y), 
d'où f—0rz— [*dxF'(x, y)+e(y) ou drf-zz 
—dxf*dxT'(x, y) +e(y)dx, et par conséquent 


Lez = frdaf *dxE'(x, y) + p(y}x + 9 (y): 


408 # SUPPLÉMENT 
On trouvera pareillement 


Es [dx [dx [rdxF'(x, y) + ee xs 
+ 2 O)x + eg" (y): 


Continuant de même jusqu’à ce qu'on ait au premier. 
membre la seule variable z, et de plus se rappelant 


de la formule (403){ art. 409], on aura 


fe Ds Cy)de"+o(y)x + (y). Her Cp). ed), 


ce qui est l’intégrale de la proposée (a). 

521. T'outes les équations aux différentielles par— 
tielles d’un ordre quelconque à trois variables , dans 
lesquelles il n'entre que les différentielles partielles de 
la variable principale par rapport à une seule des 
variables secondaires, pourront s’intégrer.par les équa- 
tions aux différentielles ordinaires du même ordre que 
les proposées. Telle est, par exemple, l'équation 
VÉCRV OZ", D'SNE Dial 74) 7 (EE) UL, EDY 
considérant y comme conétante, prendra la forme 
suivante ST ; 7 
PRY ER = na y de EC) 

Le dE g Ge 
Mais au lieu d'ajouter à chaque intégrale dans les 
intégrations successives, une simple constante arbi- 
traire , on ajoutera une fonction arbitraire de y, ce 
qui donnera dans l'intégrale finale, une série de termes 
semblables à celle quise trouve dans l’équation(d)de l’ar- 
ücle 520, et dont les tèrmes sont affectés de fonctions 
arbitraires de y. 
522. Si dans une équation primitive 


pe 4 € D OL PTS AE ro 
les deux constantes & et b sont combinées avec Îles 
deux variables æ et y par voie de multiplication ou 
de division , indépendamment de ce qu’elles peuvent 
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encore l'être par simple’ voie d’addition ou de sous- 
traction, je dis qu'on pourra toujours par le moyen 
de la proposée (a) et de sa différentielle 


dz = Pdx + Qdy......(b), 


éliminer les deux constantes a etb, et que le résultat 
de l'élimination sera une équation aux différentielles 
partielles du premierordre. En effet, a et b étant com- 
binées avec les deux variables x et y par voie de mul- 
tiplication ou de division, il est clair que ni P ni Q 
ne seront absolument dépourvues de ces constantes a 
etb; maison a 


23 Pb AE pd HAN A CEE LE ER FE 


donc tirant de ces deux équations les valeurs de a et 
b, il viendra 


(e)::a=—F, (x, y, f°z, Pz) et b—= Fix, y, 2, Pz)...(f). 


Enfinsubstituant ces valeurs dans l'équation proposée 
(a) , on aura celle aux différentielles partielles du pre- 
mier ordre | 
2AFiCT, Y, Le, Peso (g), 

qui, évidemment , a pour intégrale l'équation (a), puis 
qu'étant ce que devient cette dernière équation lors- 
qu'on a éliminé a et b entre les trois équations (a) 
(c) et (d), elle doit reproduire la proposée lorsqu'on 
y substitue à la place de ffz et f?z leurs valeurs 
respectives Pet Q. Par exemple, soit l'équation 


dont la différentielle est dz — a°ydx+ (a°x — 2by)dy ; 
doncP — «y et Q = ax — oby : substituant ces va- 
leurs dans les équations (c}) et (d}), il vient celles 


| É frz 
dy=iz et ax—2by— f'z2, d'où on tire a°— ww et 
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xfrz — yfz : | 
D ——— Mettant ces valeurs de a* et b dans 
la proposée (A), on a l'équation aux différentielles par- 
tielles 
. Li xÉEz + ES yOz. ..... (:), 

qui a pour intégrale l’équation (h)., Si l’on intègre 
directement l'equation (1) par la méthode enseignée 


à l'article 497 , on a celle z — x*9 @) qui reproduit 


la proposée lorsqu'on fait @ @) =? (a 2) 


523. Observons actuellement que si en supposant 
a et b variables dans la différentiation de l’équation 


1 CO Nr JEEPA IE (a), 
cette hypothèse ne change en rien l'équation 
dz= Pdx + Qdy...... .(b), 


l'élimination de a etde b qui conduit à l’équation aux 
différentielles partielles 
AR (0 MT 2 Az), en)e 

se fera de même que dans l’article précédent , et cette 
équation (g) ne sera pas altérée. Or, en différentiant 
l'équation (a) par rapport à x, y, a et b, ona celle 

dz = fzdx + fzdy + f'zda + Fun 
ou dz = Pdx + Qdy + fzda +f'zdb , 
qui devient identique avec l'équation (b) , si l'on a 

fézda + fzdb —0.::.%.(h) ; 

et à cause qu'on satisfait à cétte dernière équation 
en faisant simultanément 

(LIÉE TES TON EL OT OO 
il s'ensuit que les valeurs de & et b en fonctions de 
æ et y déduites de ces deux dernières équations, étant 
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substituées dans la proposée (a) donneront une équa- 
tion essentiellement différente de cette dernière , et qui 
cependant satisfera à l'équation aux différentielles par- 
tielles (s'), puisque cette équation étant indépendante 
de a etde b, et l'équation (b) n'étant point altérée 
d'après celle (4) ou celles (2) et (k), les quantités 
ffz et f'z placées dans l'équation (g) resteront les 
mêmes, et toujours respectivement égales à celles P 
et © qui n'ont pas changé. Ainsi toutes les fois que 
les calculs que nous venons d'indiquer seront possibles, 
et ne mèneront à aucune absurdité, alors on en con- 
clura que l'équation aux différentielles partielles pro- 
posée a une ou plusieurs solutions particulières suivant 
qu'on a tiré des équations (z) et (k) , une ou plusieurs 
valeurs admissibles de a et de b en fonctions de x et y. 

Prenons pour exemple l'équation aux différentielles 
partielles 


2 x 52 + yfz + A[1+ (72) + (P2)°].. 
dont l’une des intégrales déterminées est 
z == ax + by+ À (1 + a 4 b?)....(m). 


De cette dernière équation on tire {#3 — x + 24a et 


fz=— y + 2 4b; donc les équations (1) et (k) donneront 


a —— et b — — 2. Substituant ces valeurs dans 
2 
l'équation (m) , on a celle z —4 — Ce DA est la 


seule solution particulière que puisse avoir la pro- 
posée (2). 

L’équation (:) de l’article précédent n’a pas de so- 
lutions particulières , car de son intégrale (4) on tire 
Fz—oaxy et fiz—— y, et ces quantités égalées 
à Zéro, ne peuvent donner les valeurs de a et de b 
en Knctions de x et y. 


ar 
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SECTION Y- 


Application du Calcul intégral à la 
Géomeétrie. 


CHAPITRE fe. 


Quelques Problèmes et Theéorèmes relatifs 
aux développées et développantes des courbes 
planes. 


524. LE. équations | 
dy Res. ;(vroïet dates Rdeie (113), 

démontrées à l’article 185, et que je rappelleñci avec 
les mêmes n* qu'elles ont dans cet article, donnent 
un moyen bien simple de trouver par le seul secours 
de la valeur du rayon osculateur R d'une courbe en 
fonctions des lignes trigonométriques s (le sinus }, c 
(le cosinus}), £ ( la tangente) de l’angle formé par la 
normale avec l’axe des abscisses, l'équation de cette 
courbe entre ses coordonnées rectangulaires æ et y; 
car tout se réduira à substituer cette valeur de À dans 
les deux équations précédentes , ensuite à les intégrer, 
et enfin à éliminer entre les déux intégrales, les lignes 
trizgonométriques qui les affectent, ce qui est toujours 
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possible , puisque toutes les lignes trigonométriques 
peuvent être réduites à une PET La courbe trouvée 
de cette manière sera algébrique si les intégrations 
pouvant s'effectuer exactement, les intégrales ne ren— 
ferment point de quantités transcendantes. Elle sera 
mécanique ou transcendante dans les cas contraires. 


EXEMPLE I. £tant donné le rayon osculateur 
q 
, | R=:7.......(0) 


d'une courbe inconnue, et en représentant par q une 
quantité constante connue , on demande l'équation de 
celte courbe. , 


Subätituant la valeur donnée de R dans les équa- 
tions (112) et (113), on a celles 


dy = —qdt et dre ; 


intégrant ces deux équations, il vient 


(b).=..y=—=qtH# const, et) z=— 


Pour déterminer les constantes, j’observerai que lors 
qu'on fait s—0o, l'équation donnée (a) se réduit à 
R=—gq, donc la courbe cherchée coupe l'axe des x; 
ainsi prenant l'origine des coordonnées à ce point de 
section, on aura y—= © lorsque t = 0; donc const. —=0, 
ce qui donne complètement pour l'équation (b) celle 
ME glous 4 el); 
Quant à l'équation (c}), j'observe que x étant = 0 
lorsque s — 0, et par conséquent c—1 ,on a const. 


= À ; ; donc on a complètement 


s 


GUN 
LE — EE ue D en ce À “ 
den. a 2 (e) 
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2 z 
Mais de l'équation (d), ontire t° —T., donc + == ML s 
g 2q 
d'où ÿ*—— 2qx, équation qui ne peut donner de 
valeurs réelles à y que du côté des x négatives, ainsi 
on a yÿ*—2qx, ce qui est l'équation demandée de la 
courbe cherchée qui, conséquemment, est la parabole 
vulgaire ayant pour paramètre 2q. 
EXEMPLE Il. On demande l'équation entre les co- 
ordonnées rectangulaires de la courbe dont le Tayon 


1 
osculateurest = —. 
cs 


ds dL | 
Nos avons dy(—Rds) — Ti 7, en représentant 
C LYr 
par L l'angle de la normale ; donc y — — cot L + const. 


Or, en faisant L — 100°, la valeur donnée-deR, donne 
R—o, donc 1° l'angle Z est toujours > 100°, ce 
qui rend cot Z négatif, et change la valeur de y en 
celle y — cot L4- const. 2°. Puisque Z=> 100° la valeur 
de R est négative , par conséquent la courbe cherchée 
tourne sa convexité vers l’axe. 3°. L’axe des abscisses 
est assymptote de la courbe, par conséquent y = 0 
lorsque L—100°, ce qui alors réduit l'équation 
y —= cotZ + const. à celle const. —0o; on a donc 


complètement 
p=cotL. Le. (a) 
Actuellement mettant la valeur de R dans l'équation 
de dl dt 
dx — Rdc, on adx= ———— —— — ; donc 
CS CE Î 
æ——ltou x—/lcot L + const. Mais l'angle Z étant 


D 100°, on a æ—7/(— cot L)+ const. Or, si 
nous prenons l'origine des coordonnées au point de 
l'axe où L— 1500, nous aurons o — /(—tang5o) 
const. , d’où const. =—/(—1}) ; donca—/(—cot Z) 
— 1(— 1), et par conséquent nous aurons complète- 
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ment x —/ cot L, mais y—cot L{équat. (a)], donc 
æ — ly j ainsi la courbe demandée est la logarithmique 
naturelle. 

525. Représentant par £ et y les coordonnées rec Fig. 1. 
tangulaires 4q et qb du centre b de l’osculation en un 
point B de la développante AmBm'B'm'B”... dont 
les coordonnées AQ, BQ sont respectivement repré» 
sentées par x et y, je dis qu'on aura toujours les 
deux équations 

(546).... dy —sdR et dé=—cdR....(547). 
En effet, Fe le triangle rectangle agb ,on a 

bq=—= ab sin bag — ab sin BaX, 
et ag — ab cos bag—— ab cos BaX. 
Mais bg=—"7y, ab—Bb— Ba—R—N, (en 


représentant par ÎV la normale )= R— HE 
Lee TE 
7 sin BaX ? SE 


7—=—R sin BaX + y ou y —y—Rs....(a). 
De même ag —Aq— AQ—Qa—=E# — x —IN cos BaQ 
—=£—zx+<Ncos BaX; donc £— x + Ncos BaX 
=— R cos BaX + NN cos BaX , d’où 


DifFérentiant les équations (a) et (b) par rapport à 
toutes les lettres, on aura celles 
dy=dy— Rds—sdR...,(c), 

et d£ — dx — Rdc—cdR qui, d’après les équations 
(112) et (113), se réduisent aux deux équations (246) 
et (547) que nous voulions démontrer. 

526. PROBLÈME. Etant donné l'équation d’une 
courbe , trouver celle de sa développée. 

SOLUTION. Parle moyen de l'équation de la courbe 


x 
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donnée, on chérchera la valeur du rayon osculateur en 
fonctions de lignes trigonométriques de l’angle de la 
normale avec l'axe des abscisses (art. 186), et diffe- 
rentiant cette quantité, on en substituera la diffé- 
rentielle dans les équations (546) et (547) ; ensuite in- 
tégrant, on aura , si la courbe donnée est algébrique, 
deux équations finies et algébriques qui, combinées 
ensemble pour faire disparaître les lignes trigonomé- 
triques, donneront l'équation de la Avaot ee entre 
ses coordonnées rectangulaires. 


ExEMPLE. Trouver l'équation de la développée de 
la parabole vulgaire dont le paramètre est P. 


On sait que la sous-normale de la parabole est 5 P, 
donc N— =# mais RE [équat. (111)], done 
R=— 2 (*) ; d'où : 
3Pde 5PtdL 3Ptdt 


A ST 


20° 2C 


dR= 


Substituant cette valeur dans les équations (546) et 


5Pt°dt 3Ptdt Ca 
(547), on a dy = — J et d£ — TR : d'où 
Pt un 
Ve 5 et se ne (4) À 


Ha entre ces deux équations, on à celle 


ne 2 Py , ce qui est l’équation de la courbe de- 


(*) Quoique les valeurs de À et de AN se présentent sous Ja 
forme négative , elles sont positives, puisque dans la parabole, 
Pangle Z de la normale est toujours > 1000, en prenant la courbe 
comme dans la figure 1 se prolongeant du côté des x positives. 


mandée. 


+ Hd 
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mañdée. Donc la parabole vulgaire a pour développée 


une parabole cubique dont le paramètre et les 7 de 


celui de la développante. En comparant l'équation (a) 
avec celle x — 4 (voyez le renvoi de l’article 186, 


tome I, page243),on a#—3x , cequiest déjà connu, et à 
procure un moyen extrèémement simple pour trouver le 
centre du cercle osculateur d’un point quelconque de 
la première parabole. 

On a le rayon osculateur DB = arc bD + AD, Fig. r 
donc en supposant que la courbe ABB’B".... 


est une parabole, on aura R—=arc bD+:P; d'où 


EG» 3 
arc bD=R—:P — me —}P=—P(Q+#)"; 


4Ë 


mais l'équation (a) donne # — #= , donc art bD — 


AA 
Le GErt40) + 48) ; ainsi on voit que la développée de la 
7V3P 


parabole est une courbe algébrique et rectifable. 


527. De ce que nous avons dit précédemment, il 
suit 1°. qu'on peut successivement déterminer les dé- 
veloppées de tous les ordres d’une courbe algébrique, 
entant qu'on n’est pas arrêté par la difficulté attachée 
à la résolution des équations d’un degré trop élevé, 
inconvénient qui doit être entièrement rapporté à l’in- 
suffisance de la simple algèbre sur cet objet ; 2°. que 
les développées de tons les ordres d’une courbe al- 
gébrique , sont elles-mêmes des courbes algébriques ; 
mais que l’invérse de cette proposition peut n'avoir 
pas lieu; c’est-à-dire que la développée d’une courbe 
algébrique peut êtreune courbe transcendante ; 3°. qu’é- 
tant donnée l'équation d’une courbe algébrique , on 
peut connaître si la développante de cette courbe est 
géométrique ou mécanique, et que même dans le pre- 

2. 27 
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mier de ces cas, on peut déterminer l'équation de la 
developpante. En effet, représentant par R’les rayons 
osculateurs de la développante inconnue d’une courbe 
connue dont les coordonnées sont + et Ë ,soitqu'on 
considère cette dernière courbe comme tournant sa 
concavite vers l’axe des abscisses, soit qu'on la con- 
sidère comme convexe vers le même axe; de plus, 
représentant toujours par s et © les sinus et cosinus 
de l'angle correspondant de la normale avec l’axe des 
abscisses de la développée, on aura toujours les for- 
mules 


HR ® (648) et dR' =À.......Gés), 


qui, évidemment, dérivent de celles (546) et (547), 
en faisant attention que le rayon osculateur de la dé- 
veloppee est perpendiculaire à celui de la développante. 
Intéegrant celle de ces deux équations qui offre le 
moins de difficulté dans cette opération , on obtiendra 
la valeur dun rayon osculateur de la développante en 
fonction de lignes trigonométriques , d’où par la mé- 
thode enseignée à l’article 524 , on pourra conclure 
l'équation de cette dernière courbe , en tant du moins 
que l'intégrale de l'équation (548) ou de celle (549) est- 
exacte et algébrique : mais si le cas contrairea lieu, 
on en conclura que la courbe proposée n’est pas rec- 
tifiable, et que par conséquent sa développante est 
transcendante. 

EXEMPLE. 7rouver la développante de la seconde 
parabole cubique ayant pour paramètre l'unité , et dont 
conséquemment l’equation est 


DR ren MU), 
Ona Sn] = ne formule (94) art 116]=È2 ; 
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done y[=(S.n){] =5Èt et 3° È; égalant cette 
valeur de 7° avec celle donnée par l'équation (a) , on 
a Ê=$ cotZL', en représentant par ZL” l'angle de la 
normale de la développée , d’où = # cot° L'; donc 

cot L'd cot L’ ds 
dr] — À ]Féquat. Ga es + 


$ 


. . LR 
et intégrant il vient R°=— + const. Prenant R = # 


275 
lorsque ce rayon osculateur est perpendiculaire à l'axe 
des x, c’est-à-dire que L’=— 100°, on aura complète- 


; 8 ; 
ment l'équation HE iperes , dans laquelle s repré- 
sente le sinus de l'angle formé par la normale de la 
développée avec l’axe des x ; ainsi si nous considérons 
l'angle L formé par la normale de la développante avec 


B -, donc dy[=R"ds] 


7® 


r 


l'axe des x, nous aurons R"— ue. 


8dL, 8dc TR 
— — etdx — R'dc| —— >, et intégrant 
on a complètement y—=—#tetx=#t : car lors- 


que L—0o on a y —0 et x — 0. Eliminant { entre ces 
deux dernières équations , on a celle y° —+$x, qui 
est l'équation demandée. Ainsi la developpante de la 
seconde parabole cubique, est une parabole vulgaire 
dont le paramètre est les 5 de celui de la développée, 


ce que nous savions déjà par l'inverse (art. 526). 


EXEMPLE Il. Proposons-nous maintenant de trouver 
la developpante de la parabole vulgaire ayant pour 
paramètre l'unité. 
cot’ Z/ 


De l'équation y= £*on déduity | et #=-1cotL/ 


/ 


[renvoi de l’art. 186], donc dR' — ee Céq. (549) ]; 
27. 
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et intégrant par le moyen de la formule (252) [article 


| cot L/ À 
290 |, on aura À — [2 ; +/cot+ L }ainst 


Si 


R’ étant une quantité Re on en conclura 
que la développante de la parabole al ni antre est 
une courbe transcendante ; ce qu'au reste on aurait 
pu couclure à priori, en faisant attention que la pa- 
rabole en question n’est pas rectifiable, ainsi qu’on 
l'enseigne dans les Elémens de Géométrie analytique, 
et que nous le démontrerons par le calcul intégral dans 
le chapitre suivant. 


Les équations (112,(1 13), (646) et (547) sontutiles 
dans la physique céleste, j'ai employé les deux pre- 
mières dans mon Traité de Navigation à la note pre- 
mière sur la figure de la terre; mais l'angle Z de la 
normale qui indiquait la latitude , était toujours pris 
du côté de l’axe dont s’approchait le plus la nor- 
male. 


528. Retranchant respectivement les équations (546 
et (547) de celles (112) et (113), ona 


dy—d}=Rds+sdR et dx — d£ —Rdc + cdR, 
et intégrant , il vient celles 
(550) y = ÿy—Rs+-const. et Ë=x—Rcconst..(551) À 


qui, aureste , ne sont autre chose que les équations 
(a) et (b) de l’article 525 , et qui par leurs formes 
primitives , sont presque toujours plus utiles que celles 
(546) et (547) pour les mêmes recherches que celles 
qui nous ont occupé dans les articles 526 et 527, 
puisqu elles épargnent des intégrations qui quelquefois 
peuvent présenter beaucoup de dificultés. Nous ne 
nous arrêterons pas à faire des applications de ces 
formules remarquables par leur simplicité , et l’usage 


A LA GÉOMÉTRIE. 423 


dont elles peuvent être, même pour découvrir les 
propriétés de certaines courbes, parce qu'ayant été 
données par l'analyse ordinaire, et n'exigeant dans 
leurs applications que de l'algèbre, elles ne font plus 
partie des objets que nous traitons dans cet Ouvrage. 
Mais nous engageons les jeunes analystes de s’en oc- 
cuper pour s'exercer à résoudre des problèmes re- 
latifs aux développées et développartes. 


CHAPITRE IT. 


De la rectification des courbes planes et à 


double courbure , et de la pd des 
courbes planes. . 


520. O. sait que la rectification des courbes con- 
siste à trouver la longueur absolue d’un arc de cette 
courbe compris entre deux ordonnées, ou depuis 
l'origine dela courbe jusqu'à une ordonnée quelconque. 

Soit donc considéré la courbe AmBm/B'm’B".... 
et cherchons l'expression générale de la longneur ab 
solue de l'arc AnBm BE en prenant le point A pour 
origine de la courbe. 

Soit mené les ordonnées QB, cB’, eB” à des dis- 


tances AQ , Qc, ce égales entre elles ; menons les. 


cordes AB, BB’,B'B" et la droite GB'E parallèle à l’axe 
AX des abscisses. Cela posé, représentons par y et x 
les coordonnées B'e, Ac qui limitent l'arc AmBm'B’ 
qu’on veut mesurer ; par À la longueur de cet arc, et 


par à" la longueur de la portion ABB’ du polygone 


Fig. 1e. 


Fig. J: 
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inscrit; ce qui donnera B'E — Ay, BE —ce—Ax, 
B'B’— A» on aura donc dans le triangle rectiligne. 
rectangle B'EB’ ; l'équation 


AY =V/Aÿ° + Ar? + Ax?, ou LA me A pr. (a). 


Or, sinons concevons maintenant qu'entre le point À et 
l’'ordonnée cB’de position invariable, les distances égales 
entre les ordonnées diminuent de longueur, et que celle 
ce diminue de même et en meme quantité, il résultera 
1°.quele nombre des côtes dela portion de polynome ins- 
crite à l'arc AmBm’B’ augmentera; que par conséquent 
le périmètre x’ de cette portion de polynome augmen- 
tant de longueur, se rapprochera sans cesse de celui 
À de l’arc AmBm'B" ; 2° que cette variation s’opèrera 
en même intensité que la diminution de ce, et par 
conséquent que le rapprochement de l’ordonnéemovible 
B'e de celle fixe B'c; de manière qu’à l'instant où la 


. première de ces deux ordonnées se confondra avec 


la seconde ; on aura rigoureusement 
dr A SR Ares (0: 


Mais l’ordonnée B'e s’identifiant avec celle B'c ,ona 
Ay=0, Ax=o et Ax ou Aa [équat.(b)] = 0; 
donc d’après la notation du Calcul différentiel (art. 4) 


‘équation Gy deviendra us V?+ 1, d'où 
dx dx* 


à= fdx VLE + | + const... . (552). 


Telle est la formule générale des rectifications des 
courbes , et comme l'équation de la courbe donne 


y = F(x); d'où ce — X , en représentant par X une. 
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fonction de x, il s'ensuit que la rectification, des 
courbes planes rapportées à leurs coordonnées, dé- 
pend seulement de l'intégration des fonctions diffé- 
rentielles du premier ordre à une seule variable. 

Pour déterminer la constante del’équation (552), on 
observera que si l’arc qu’on veut rectilier est pris à l'ori- 
gine A dela courbe ,onapour x 0, A0; mais si 
l'arc qu'on veut rectifier ne commence qu’au point 
B dont l'abscisse AQ est je suppose a, alors pour x=a 
on fera à —o, et on déterminera la constante d’après 
cette condition; ou bien on pourra calculer la lon- 
gueur absolue de l’arc d’après la condition que pour 
T—=oOonaàa—o, ensuite mettre dans la formule 
résultante a pour x, ce qui donnera la longueur ab- 
solue de l’arc AB, et retranchant ce résultat du pre- 
mier trouvé , on aura celle d'un arc quelconque de 
la courbe à partir du point B. Enfin si l’arc qu’on veut 
rectifier, est compris entre deux limites PR et B'c 
dont les abscisses respectives sont x et x’; alors la 
rectification de la courbe dépend de l'intégration des 
fonctions variables prises entre des limites, que nous 
avons traité au chapitre VI de la première section du 
Calcul intégral. 

Il est évident que la courbe proposée n'est recti- 
fiable que si l'intégration indiquée dans l'équation (552) 
peut s'effectuer exactement, ou si dans l'intégrale il 


n'entre pas des quantités transceudantes. Dans le cas 
contraire , on ne peut avoir le rapport de la longueur 


absolue de l'arc à une longueude mesure rectiligne, 
tel qu’un mètre, que par approximation. Nous allons 
faire quelques applicationsaux cour besles plus connues , 
et nous commencerons par celles du second degré | 
dont nous savons que l’équation générale est 


ÿ= Px + Qx° ......(c) (art. 104), 


F 


1. 
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dans laquelle P représente le paramètre et 


—,0 la parabole 
positif l'hyperbole 

Q est PeeaE pour l'ellinsé BAL 2, .(d). 
= —1 le cercle 


De plus, représentant respectivement par 24 et par 
2B l'axe transverse et le second axe de ces courbes , 


on à 
2 B? B° 
Me et Q—+ 2} din as (e). 
A A° 
En opérant immédiatement sur l’équation générale (c) 
pour former celle des rectifications (552), on aurait 
l'équation 
dx VLPH4P(Q +1 )x+4Q(Q+1)x°] 
2 | — ÈS + const.….(f") , 
| 2V/[Px + Qx*] 
dont l'intégration rentre dans les cas traités au cha- 
pitre III de la première section , particulièrement à 
l’article 251 , et offre beaucoup trop de difficultés lors- 
qu'on la considère dans toute sa généralité ; ainsi nous 
nous contenterons d’examiner successivement les cas 
indiqués dans le groupe (d). 
Le cas de Q —0 qui est le caractère dela parabole, 
réduit l'équation (f) à celle 


a+x 
x=farÿ/ pe TR) 5 


dans laquelle a représente la quantité : P. Soit fait 
q P | q 4 
pour effectuer l'intégration 


CT ONE EU 


ERRere 
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_ 2azdz à 
L \ ut = Ë t . £ # 
d'où æ “He et dx — Gi» ce qui transforme 
le second membre de l'équation (g) en la formule 
z°dz 
2aV/ (0 


M L 7 . b d z°dz UN AE ARR 
ais l'équation (150) tt +1 


dz | dz ne 


l de- 
arc (tang =2) + ———— Fe 2 \: +: donc la formule (:) de 
vient a ÿ/—1 arc (étang = 2) +——— _. Sa , et substi- 


tuant dans cette dernière pa la valeur de 


RE VIe V/—1[équat. (4)], on aura 


AZ GV/—1 se = vie V— | 
+x/- 
Or, la formule(187) donne /—1 arc] tang etes —— | 


= + / (oV'ax + —2x—a |]; donc remettant à la 
place de a sa valeur?P , et faisant attention que pre- 
nant l’origine de l'arc à celui de la courbe, on a pour 
æ—= 0, d'où 1=0, const. —— ROC CHR il 
viendra Danlétenent 


rfi PRE Liret/2E, 


d'où l’on voit que la parabole vulgaire ne peut se rec- 
tifier qu'ayec approximation. Mais il y a ua nombre 
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infini de paraboles des ordres et genres supérieurs qui 
sont rectiñiables. En effet, de l'équation générale à 
toutes ces courbes qui esty —Px, en représentant 
Par a un nombre réel, positif et fractionnaire, on 
tre x fdx Vi EP x°@1), Or, cette formule dif- 
férentielle est exactement et algébriquement intégrable 
si l’on a 2(a—1)—1, ou a— 2 (art.213); ainsi b 
représentant un nombre entier et positif, toutes les 
paraboles de l'équation y? — Px sont rectiñäbles. . 
Mettant dans la formule ( f°) les valeurs de P et de 
© en fonctions des axes [équat. (e)], et représentant 
par Æ l’excentricité, laquelle est égale àV/ 424 B* dans 
l'hyperbole, et à4/2°—B? dans W'ellipse; enfin pre- 
nant pour plus de simplicité l’origine des coordonnées 
au centre, on aura pour l'hyperbole 


my sf dx / = + const...(l), 


et pour l’ellipse 


= fr VE HAT = ]#cont… (mn m). 


Faisant dans cette dernière équation E— 0, ce qui 
est le caractère du cercle , on a pour cette courbe 


Af = A arc (sin= 2 )Eform. (134)1. 


L'intégrale indiquée qui entre dans cette équation, 
ainsi que celles des équations (2) et (m) ne pouvant 
s'effectuer qu'avec approximation , et nous rappelant 
de ce que nous avons dit ci-dessus relativement à la 
parabole , nous en conclurons qu’on ne peut rectilier 
exactement les courbes du second degré, 


Nous ayons démontré à l’article 112, que prenant 
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l'origine des coordonnées rectangulaire de la cycloide 
à celle de la courbe, et représentant par l'arc dé- 
veloppé du cercle générateur , relativement au point 
de la cycloide ayant pour coordonnées x et y, on 
avait les deux équations 


T—w—sin® et y—T— COS», 


dans lesquelles r représente le rayon du cercle généra- 
teur ; donc 


xPer V'dy + dx*]— [ds V/sin + (r— cos w)* 
—2 f ds sinio, 

et par conséquent À —— 4 cos Lw + const.; mais lors- 

quew—o onaà—o, donc const. —#r, ce qui 

donne complètement 
ou 

; =ÿ ET NS IEEE 

ainsi lorsque w— 400° , c’est-à-dire pour la cycloide 

entière, on a sa circonférence totale — 8r—4 dia- 

mètres du cercle générateur. 


530. Cherchons maintenant la formule de rectifi- 
cations des courbes telle que celles AmBm'B'm’B"... 
considérées par rapport au pôle P. 

Soit AmBm'B' l'arc dont on veut avoir le rapport 
de la longueur absolue avec l’unité de mesure rec- 
tiligne. Menons les deux rayons vecteurs PA, PB’ le 
premier passant par l’origine A de l’arc qu'on peut 
regarder comme l’origine de la courbe ; le second 
que nous représenterons par w, passant par le point 
quelconque B’ de la courbe, et formant avec le pre- 
mier PA un angle d'anomalie que nous représenterons 
par «: de plus , tirons entre ces deux rayons vecteurs 
un nombre quelconque 7 d’autres rayons vecteurs tels 
. que celui PB, de manière que les angles interceptés 
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soient tous égaux entre eux, et par conséquent égaux à 
Fig. 2. 


FRET ensuite menons en dehors du rayon PB’ qui 


limite l'arc qu'on veut mesurer, celui PB” qui forme 
æ 

n +1 

cordes AB, BB’, B'B”; nous formerons par ce 
moyen une portion de polynome ABB’ que nous 
représenterons par à, qui sera inscrite à la portion 
d'arc de courbe AmbBm/B', que nous représente- 
rons par À. Cela posé , Prenant Paj— PB", et me- 
nant B'a, nous aurons B'a—= Av, B'B—A, 
B'Pa=Aua,B'a—= 2vsinrAæet B'aB"—100° +: Aa; 
donc le triangle rectiligne B'aB" donnera 


ayec PB’ un angle B'PB"— Enfin tirons les 


AA V4: sin? + Aœ— à y? + 4v sin; AaAwy, 
ou développant sin+Aæ,etdivisant par A«, ilviendra 


al — etc. + bi, vAv HE ete. | (a). 


Mais si on augmente le nombre 7 des rayons vecteurs 
entre ceux PA et PB”, alors le périmètre de la portion 
ABB" de polygone inscrit augmente et se rapproche en 
longueur de celle de l’arc Amm’B’, et comme cet ac- 


croissement se fait à mesure que ouA« diminue, 


4 
11 << 1 
et que par conséquent le rayon vecteur PB” se rap- 
proche de celui PB’, il s'ensuit que lorsqu'il se con- 
fondra avec ce dernier rayon vecteur , et que consé- 
quemment A et Av s’évanouiront, on aura rigoureu-— 
sement x'— À, donc A’ qui alors devient Aà sera = 0, 
et d’après la notation du Calcul Sr Va Fe 4) , 


l'équation (a) se réduira à celle À = (2+5 Te =): 
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d'où l’on tire ; 
da =V'v°de + dy3......(553). 


Telle est la formule différentielle de la rectification 
des arcs de courbe rapportées à leurs coordonnées 
polaires. 

Pour faire quelques applications de ces formules, 
considérons d'abord les spirales de tous les genres dont 
l'équation est 

UGC b) 
Drm Pe Annie (0), 


b pouvant représenter un nombre entier ou fraction- 
naire , et dans ce dernier cas ayant son numérateur 
positif ou négatif. De cette équation on tire 


dy°= b'praCTUda® et v°— pat; donc 
da= pa da ÿ/ a + DL UATOS, 


ce qui est la formule différentielle de la rectification 
des spirales paraboliques et hyperboliques de tous 
les genres; et à cause que l'intégrale de l'équation 
"(c), soit qu'elle s’obtienne immédiatement , ce qui a 
toujours lieu lorsque b est un nombre entier, positif 
et pair[art. 213], soit qu'elle ne puisse s'obtenir que 
par les séries, ou par des fonctions transcendantes de 
a , renferme toujours une fonction de l’arc de cercle 
qui n'est pas rectifiable, nous en conclurons que gé- 
néralement les spirales ne peuvent se rectilier que par 
approximation. 


Dans la spirale logarithmique dont l'équation est 
log. v — æ&(art. 149), en représentant par log. le lo- 
garithme dans un système quelconque ayant pour 
module m, on. a y?=—e?”"*, dy*—m°e?”"* da. Subs- 
tituaut ces valeurs dans l'équation (553), on a 
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da = e"*da Vi + m d'où 
en \ 
À — à Em + const... .(d) : 
mn 


et si l’on prend l’origine de la courbe à l'extrémité 
du rayon du cercle directeur, qui est le premier 
rayon vecteur, on aura A —0 lorsque —=o, ce qui 

V’ 1 + m° 
HE Am 


‘ donne const. — ; on a donc complètement 


Wim, ma Vi+m 
= ————— (et —1) = ——— (1—1).....(e). 
ça) ER 6... @ 
Dans la spirale logarithmique naturelle dont l'équa- 
tion est 4 — «& , l'équation de rectification (e) se réduit 


à celle 
a=(v—1)V2.....(f), 


d'où l’on voit qu’un arc quelconque de la spirale lo- 
garithmique naturelle, est égal à la diagonale du 
quarré formé sur la partie du rayon vecteur corres- 
pondant , comprise depuis l'intersection de ce rayon 
avec le cercle directeur, puisque dans une telle spi- 
rale le rayon du cercle directeur est évidemment — 1. 
Donc, quoique la spirale logarithmique tourne à l’in- 
fini autour de son pôle où v—0o , cependant toute la 
longueur de la partie négative de la courbe, c’est- 
à-dire de celle comprise dans le cercle directeur n’est 
égale qu'à celle du quarré inscrit à ce cercle; en 
effet, y — o réduit l'équation (f) à celle 1=— ya. 

Si l’on fait y — 2, ce qui donne æ4— 2 — 44°, 127, 
alors l’équation (f) devient = V/2; donc la longueur 
absolue de l'arc positif de la spirale Jogarithmique 
naturelle qui correspond à une anomalie de 44°, 127 
est sensiblement égale à celle de toute la partie ne- 


gative de cette courbe. 
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531. Une courbe à double courbure étant donnée pa 
ses équations de projections 
y (x) ete R(u)s se. (b) 
sur les plans des xy et des xz , imaginons qu’à partir 
d'un point quelconque de cette courbe, qu'on peut 
considérer comme son origine et celle des coordonnées 
en y plaçant le sommet de l'angle trièdre des trois plans 
coordonnés, on prenne des longueurs égales Az, et 
qu'on joigne par des cordes tous les points de Ja courbe 
correspondans aux coordonnées Ax, F(Ax) , F’{Ar), 
ensuite 2Ax, F(24x), F'(2Ax) et ainsi de suite jus- 
qu’au point qui a pour coordonnées x --Ax, F(rx + Ar) 
et F'(z +Ax) , en représentant par x, F(x), F'(x), 
ou x,y, zles coordonnées du point extrême de l'arc 
-qu'on veut rectifier; on aura donc par cette cons- 
truction une portion de polygone inscrit à l'arc à 
double courbure terminé en x, y, z dont trois côtés 
contigus ne seront plus dans le même plan, et dont 
la différence A (en représentant par x la longueur 
absolue de la portion de polygone inscrit terminé en 
z, y, 2) sera la corde sous-tendant l'arc compris entre 
x ,Y, z etx+Ax, F(x+Ax), F'(x+Ax) on 
x+Ax, y+ Ay,z+Az. Or, on sait que la lon- 
gueur d'une droite considérée dans l’espace est égale 
à la racine quarrée de la somme des quarrés de sa 
RU sur les trois axes des trois axes, des co6rdonnées, donc 


(0). 
Mais la RER ner du point TX, Y, 2sur 
le plan des xy restant fixe , et celle abaissée du point 
x+Ax, y+-Ay, z+-Az sur le même plan, se rapprochant 


sans cesse de la première, à mesure que Axdiminue et 
que parcenséquent le nombre des côtés de la portion du 


_… 
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polygone inscrit augmente, cequi rapproche lagrandeur 
du périmètre de la portion du polygoneinscrit,de celui de 
l'arc circonscrit ; il s'ensuit que lorsque la perpendicu- 
laire mobile se confondra avec la fixe qui limite l’arc à 
double courbure que je représente par à, ce qui donne 
AT—0,Ay — 0, Az=—OetA1— 0, /0nAWAA—A, 
d’où AN — A\—=0o;donc, d’après la notation du Cal- 
js différentiel, FH (c) se réduira à la forme 


STE dev ti, ou 


‘1 at + dy + dz?_..... (554), 

ce qui est l'expression de la différentielle des arcs 
de courbe à double courbure, et par le moyen de 
laquelle on pourra obtenir la rectification d’ure pa- 
reille courbe donnée par ces équations (a) et (b) ; 
en intégrant une simple formule différentielle du pre- 
mier ordre à une seule variable , puisque des équations 
(a) et (b) on tire respectivement dy —F,(x)dx* et 
dz®— F',(x)dx® : substituant ces valeurs dans l’équa- 
tion (554), on a da = dx VF (x) HF F,(x) +1. 

Ainsi la rectification des courbes à double courbure 
n'offre guère plus de difficultés que celle des courbes 
planes. 

532. La quadrature des courbes planes consiste, 
comme on le sait, à trouver le rapport de l'unité 
de mesure de surface plane tel, parexemple, quele 
mètre quarré, à l'aire comprise entre un arc de la 
courbe qu'on, veut quarrer, les deux ordonnées qui 
limitent cet arc et la partie de l’axe des abscisses in- 
terceptée entre ces deux coordonnées. Ainsi la quadra- 


- ture de la courbe AmBm'B" depuis, par exemple, 


l’ordonnée BQ jusqu'à celle B'c consiste à trouver l’ex- 
pression analytique de l'aire du quadrilatère mixti- 
ligne 
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ligne BmB'cQB, de manière qu'en substituant ensuite Fig. 
ls nombres aux lettres que représentent ces dernières, 
on ait le rapport de cette aire au mètre quarré. on 
que l'expression analytique qu'on trouve est limitée et 
algébrique , alors la courbe proposée est quarrable ; 
dans le cas contraire , elle est dite inquarrable, c’est- 
à-dire, qu'on ne peut trouver la mesure de sa surface 
qu'avec approximation. 


Nous allons dans cet article chercher la formule 
generale des quadratures. 


Soit AmBm’B'cQA l’espace courbe qu'on veut quarrer ; 
faisons la même construction qu'à l’article 529, et 
représentons respectivement par æ et æ&’ l’espace courbe 
que nous voulons quarrer et l'espace polygonal ABB’cA 
de la portion de polygone ABB” inscrit ; nous aurons 
donc Aæ’ — au trapèze cB'B'e, dont les deux côtés 
paralleles B'e et B'e sont y et y + Aÿy, et dont la 
hauteur ce est Ax ; donc Aæ' — yAx + ; AxAy, d'où 
l'on tire 


Aa à 
A te AY... CC), 


Mais en diminuant Azx, ce qui rapproche l’ordonnée 
variable Be de la fixe B'c, le nombre des côtés de 
la portion de polygone inscrit augmente, et par con- 
séquent son aire augmentant , se rapproche sans cesse 
en grandeur de celle de l’espace courbe ; et comme 
toutes ces variations ont lieu simultanément, il s’en 
suit que lorsque l'ordonnée mobile Be se confondra 
avec Ja fixe B'c, ce qui donnera Ax — 0,Ay —0 et 
A%' —0o , on aura & — #7’, d'où A& —Aæ — 0; donc 
d'après di notation du Calcul différentiel (art. 4) , lé 

2, 28 
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sit . , (a RS de ot 
Fig. 1. quation (a) se réduira à celle — —y, d'où 


d'a VHS NES ESSS) 


et comme y est donné en fonction de x par l’équa- 
tion de Ja courbe, il s’ensuit que la quadrature des 
courbes est donnée par la simple intégration de fonc- 
tions différentielles du premier ordre à une seule ya- 
riable. G 

Si la quadrature de la courbe doit commencer à 
son origine À , alors la constante indéterminée ajoutée 
à l'intégrale de l'équation (555), doit se déterminer 
d’après la condition que x —0o donne æ— 0. Si au 
contraire la quadrature ne doit commencer que de- 
puis une ordonnée BQ dont l'abscisse AQ est, je sup- 
pose a; alors l'intégrale de l'équation (555) étant 
æ = F(x) + const., on y feraæ—o pour x=—=a, ce 
qui donnera const.—— F(a), et par conséquent on aura 
complètement © — F(x)—F(a). Enfin si la quadrature 
doit être prise entre deux limites ayant respectivement 
pour abscisses x et x’, alors il est clair que la cons- 
tante F(a) disparaîtra , et représentant par & et æ, 
les aires prises depuis l’origine de la courbe qui ont 
ces limites, on aura æ,—æ—F(x)— F(x), ou 


RUES dF(x) SE ia Ax* 
dx 

ce qui est conforme à ce que nous avons dit à l’article 

314. 

I. Pour faire quelques applications de la formule (555) 
des quadratures , proposons-nous d'abord de quarrer 
les courbes du second degré, dont l'équation générale 
est, comme on le sait, 


y=V/Pz+ OQz,.....(b). 


etc. [form.(39)art.381 
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Substituant cette valeur de ÿ dans l'équation (555), 
il vient , 
da = drV Pr +Qz........ (c) : 
or, si l'on fait dans cette équation O —0o, ce qui 
estle caractère de la parabole, on a celle dæ=dxy Px, 


dont l'intégrale complète , en prenant l'origine du seg- 
ment qu'on veut quarrer à celle de la courbe , est 


m =? zVPx=3xy. Er, (d):: 
donc]a parabole vulgaire est exactement quarrable, et 
l'aire d’un segment quelconque de cette courbe, est 
égale aux deux tiers du rectangle formé sur sesyco- 


ordonnées. 
Mettant à la prase de P et de © leurs valeurs res- 


B? 
pectives L et se — [ équation (e) article 529 ] dans 


l'équation (c), on a pour l’hyperbole et l’ellipse 


da — = dx V24r +2, d'où 


B 5. HA 
m— fdxV'24x + x + const....(e). 


Or, 4—B étant le caractère de l’hyperbole équi- 
latère et du cercle, on a pour ces deux courbes 


a —fdxV/24x Æ x° + const... (1): 


donc les aires des segmens d’hyperbole et d’ellipse, sont 
respectivement aux aires des segmens correspondans 
d'hyperbole équilatère et de cercle décrits sur l’axe 
transverse 24, comme le second axe 22 est au pre- 
mier 24. | 
Intégrant l'équation (c) par la méthode enseignée à 


l’article 234, avec la PURES que æ — 0 lorsque 
28% 
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æ—o, en prenant l'origine du segment qu'on veut 
quarrer à celle de, la courbe, on aura complètement 
_ (@Qr+P)VPx+Qx. P 
4Q 800 
; XL ER VPzx+ Qx | Nr, 
Prenant Q positif, et substituant à la place de P 


D BE NNS 
et de © leurs valeurs respectives er et 


=» °n a pour 
l'hyperbole 


= LI EVE fran CE). 


Or, cette équation étant affectée d'une quantité trans 
cendante par les logarithmes, qui ne peut s’évanouir 
qu’en faisant x— o , nous en conclurons que l'hy- 
perbole ne peut se quarrer que par approximation. 
De même pour l'ellipse, substituant dans l’équation 


Feu B° 
(g) les valeurs respectives —- et —— de PetdeQ, 


et faisant attention que 


EE ET 


ReArc (COS — 7 Ycéquat. (189) art. 247], on aura 


2 
G = _E ar c( HE) LAS SR A Pa Pate = G) 
2 2 2 
Ainsi les quadratures du cercle et de l’ellipse dépen- 
dent de la rectification du cercle, et par conséquent 
ne peuvent s obtenir que par approximation. 
Fig. 3. / Prenant l'origine des coordonnées au centre C de 


l'ellipse AQP et du cercle circonscrit AMN , la for- 
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mule (i) se réduit à celle Fig. 
'ARRES SR 


2 
Or, il est évident que le triangle MDC a pour ex- 
xV A— x 
2 


= — f£ arc (cos = x) — 


. . A , 
pression de son aire ; de même l'expres- 


BxVÆ4—x 
sion de l'aire du triangle QDC est — ——— , 
5 4 A 
d’oùil suit , 1°. que le secteur circulaire AMC — +4? X 
arc (cos =x)=;AÀ arc AM, ce qui se démontre 
dans les premiers élémens de Géométrie ; 2°. que le 


secteur elliptique AQC =? X A arc (cos —x) 


— }; B arc AM : donc l'aire d'un secteur elliptique 
s'obtient en multipliant l'arc correspondant du cercle 
circonscrit par le quart du petit axe de l’ellipse ; ainsi 
l'aire entière de l’ellipse est —Æ4B7, en représentant par 
x le rapport dela circonférence du cercle au diamètre. 

Actuellement prenant pour l'hyperbole AB, que nous 
supposons avoir les mêmes axes que l’ellipse AQP, 
l’origine des coordonnées”au centre C, l'équation (4) 
se réduira à celle 


rw xV/x— 4 A? x +V'x— 4 
Da mm ra ce  O: 


Or, l'aire du triangle BEC est évidemment 
LRO DE TES SV 
PENSE 

donc le secteur hyperbolique ACB a pour expres- 


RÉ TS 
sion de son aire Le EVE ZT, et fai- 


sant la quantité qui est sous le lien de / égale à la base e 
du système des logarithmes naturels, ce qui donne 


Fig. 3. 


438 | APPLICATION 
A(e? +) 
24 
lique correspondant à celle du triangle rectangle formé 

par les deux demi-axes et une asymptote. 


Le 


, on aura l'aire du secteur hyperbo- 


IT. Nous avons vu précédemment que la parabole 
vulgaire est quarrable ; il en estde même des paraboles 
de tous lesgenres. En effet, l'équation générale de ces 
courbes est y=— Px*, d'où l'on tire ydx=Px"dz et 

HEART x 
GT — = 

a+-1 a+ 1 

III. L’équation générale aux hyperboles de tous les 

genres étant yx°—= M, d'où ydx =Mx ‘dx , on aura 
M 

Au (a— 1 )x 

a == 1, qui est celui de l’hyperbole vulgaire considérée 

entre ses asymptotes et pour lequel on a 


æ == Mix + const......(m)}), 


, donc etc. 


+ const.; ainsi hors le cas de 


4 rene 


toutes les autres hyperboles sont quarrables. 


fuur déterminer la constante de l'équation (m), il 
ne faudra prendre l'origine des aires qu'au point de la 
courbeoùx=—1,ce quidonneracomplètement æ—M/r, 
et prenant la puissance M— 1, il viendra simplement 


_æ=—=/x; d'où il suit que chaque espace asymptotique 


AFGK , AFHL etc. est le logarithme naturel de l’abs- 
cisse correspondante CG , CH, etc. Ces logarithmes 
ne sont naturels que dans l’hyperbole équilatère, et 


dans les autres hyperboles ils ont pour module la co- 


sécante de l’angle des asymptotes. En elfet, espaçant 
également les ordonnées AF, KG, LH, MI, menant 
les cordes AK, KL, LM, et du point M la droite 
Mb parallèle à l'asymptote Cx prise pour axe des x ; 
enfin représentant par « l’angle des asymptotes , et 
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par æ/’ l'aire de l'espace polygonal AFHLa'KaA , on Fig. 3. 


: M)HT si 
aura le trapèze LM LÉ, où 


Aœ =(y—+}Ay)Ax sin w ; d'où 


Ac à Ay sin « 
ee CR RE en © 9-9 n . 
7x =} sin © gd (n) 


Mais sil’ordonnée LH restant fixe ainsi que celle AF, 
on diminue les espaces Ax entre les ordonnées , alors le 
nombre des côtés du polygone limité par AF et LH 
augmente , son aire diminue et par conséquent se.rap- 
proche sans cesse de celle & de l’espace asymptotique ; 
et à cause que cette variation se fait avec la même 
intensité que le rapprochement de l’ordonnée mobile 
MI de la fixe HL , il s'ensuit que lorsque Ax sera —0, 
c'est-à-dire que les ordonnées IM , LH se confondront, 
on auraæ—@', d'où Ag—A& —0; ce qui , d'après 
la notation du Calcul différentiel , réduira l’équation 
(x) à celle dx — ydzx sin « ; mais la puissance de l’hy- 

1 : dx 
perbole étant — 1, on ay —= -,donc da—5iino x me 


L] 1 . Lt . lx 
d'oùon tire complètement æ—=sin /x, ouæ=———, 
coséc © 

ce que nous voulions démontrer. 
IV. Dans la logarithmique dontl’équationestx—(Z;)y 
| b= 
ou y —= b* [art. 107], ona dæ —b"dx, d'où æ— — 
Trè 


+ const. en représentant par m le module du système 
logarithmique qui a pour base b ; or si l’on prend l’ori- 
gine des aires depuis l'ordonnée y—1 qui correspond à 


I ] \ . . L] ” 
PNR dura Const, d'où il suit qu'on a 


complètement " 
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br — 1 y — 
QUE de ee + (0). 


D = 


Faisant y — o, l'équation précédente se réduit à 
mi 1 1 % . . 
@———, ce qui est l'aire de l’espace infiniment long 
m 


compris depuis l’origine de la logarithmique entre cette 
courbe et son asymptote. 


V. Pour quarrer la cycloïde,nous pourrions nous servir 
de son équation différentielle entre ses coordonnées 
rectangulaires, qui, comme nous l'avons démontré à 
l'article 114, est 


dy y'dy 
Mit ERA A Re € sf 2 — ft: 
Fey) Vary — 7) FE 


mais l'intégration à RTE exigeant d'assez longs 
calculs , il est plus simple de se servir des équations 


trigonométriques de la courbe qui, comme nous l'avons 
x . 2 sin + © 
démontré à l'article 112, sont y — MR LUE Le 


: Lanta sin° Lod Low 
X=—= © == sin ©; d'où dx = RE , et par con- 


Re DR hp 
séquent de = ydr=— sin od+o; etintégrant par 
le moyen de la formule (237)[ art. 281], on aura 

T 
œ — z sin 20 —2rsin ©hire....(p}), 


sans constantes, si l’on prend l'origine du segment qu’on 
veut quarrer , à l’origine de la courbe ; car pour  — 0 
on aura æ — 0. 

Faisant o—9r7, c'est-à-dire , à toute la circonfé- 
rence du cercle générateur , en représentant par # 
le rapport dela circonférence du cercle à son diamètre, 
on aura l'équation (p) qui se réduira à cells æ — 37°. 
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Mais r*# est l'aire du cercle générateur; donc l'aire 
de la cycloide entière est triple de celle du cercle 
générateur. 

553. Considérons maintenant la courbe quelconque 
AmBm'B'm'B"... rapportée à son pôle P, etcherchons 
l'expression générale de l’aire de l'espace AmBm'B'PA 
que nousreprésenterons par # , compris entre le rayon 
vecteur PA, qu’on peut toujours considérer comme pas- 
sant par l’origine À dela courbe, et celui PB’(v) formant 
avec le premier unangle d'’anomalie APB’(z). Cela posé, 
du point P menons un nombre quelconque de rayons vec- 
teurs PB, PB’, PB" formant entre eux des angles égaux 
APB , BPB', B'PB'(Az), et joignons les points A,B, 
B’, B" parles cordes AB, BB’, B'B”. Nous aurons 
d’après cette construction, un espace polygonal ABB'P 
(=) inscrit à celui courbe æ, et dont la différence 
A® est le triangle PB'B"; Or, si nous prenons pour 
base de ce triangle le côté PB'(—v<+Av), il est 
clair que sa hauteur sera B'P X sin B'PB" ou v sin Az ; 


v + 


n . Av . 
donc l'aire dece triangle ou A æ’— 73 X sin Au. 


Développant sin Aa, et divisant par Az, nous au- 
rons 
Az  v*+wyAv v® + vAy Ax° 
Nr 2 2:35 


+ etc,.....(a) 


is'8i on diminue la grandeur des angles égaux Aa, alors 
Mais 5 O G ? 
lenombre des côtés du polygoneinscrit augmentant, il est 
POIYE o » 
clair que l'aire &” de l’espace polygonal s’agrandissant, 
s'approche sans cesse de l’espace courbe æ, et comme 
le rayon vecteur PB” se rapproche sans cesse de celui 
À PP 
fixe PB’ à mesure que Ax diminue, il s'ensuit que lors- 
que A « étant devenu — 0, le rayon vecteur PB" se 
confond avec celui PB’, d'où Ay—0o,-onauraw —*", 


Fig. a. 
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d'où A& — A %’ — 0 ; donc d’après la notation du Cal- 
cul différentiel, l'équation (a } se réduira à celle 


dan \ 
EP ANR 


de —}v°du,....,(556), 


ce qui est la formule demandée de la différentielle des 
quadratures des courbes polaires. - 


Appliquant cette formule aux spirales de tous les 
genres dont l'équation générale est 


nat (UE 


on aura dæ — :p°æ/da, d'où intégrant , on aura com-— 
plètement 
p'at#r 


VEN AETS A LE DS 


—. 


en prenant l'origine des aires à celle du rayon vec- 
teur PA qui passe par l’origine A de la courbe. Cette 
valeur de & étant affectée de la quantité transcendante 
æ, nous en conclurons que les espaces spiraux ne sont 
quarrables que par approximation. 


r 


Dans la spirale logarithmique dont l'équation est 
log. v— « (art. 142), en représentant par log. le lo- 
garithme dans un système qui a pour module m, on 
avt=e*, d'où de —=e"*du; etintégrant, ilwient 

2m 


= + const. Or, si on prend l'origine des aires 


au rayon vecteur qui aboutit au point d'intersection 
de la spirale et du cercle directeur , lequel est le rayon 
de ce cercle; on aura æ —0 lorsque 4 — 0, donc 


274 
nel 


1 TS e 
const. =—-— ,çe quidonne complètementæ— 
am 2m 
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3 1 . ’ . 
, puisque de la proposée ontire v = e”*. 


‘Ou S = 


Dans la spirale logarithmique naturelle on a m1, 
L 


L L . . . 
et par conséquent & =, Faisant # = 0, il vient 


pr 


æ—— }!; donc l'aire de l’espace spiral compris dans 
le cercle directeur, est égale à celle du triangle rec- 
tangle formé par deux rayons perpendiculaires de 
ce cercle et la corde de 100° qui joint leurs extré- 
mités. Mais nous avons vu à l’article 530 que la lon- 
gueur entière de la partie intérieure au cercle direc- 
teur de la spirale logarithmique était égale à cette 
corde; donc l'aire de l’espace spiral intérieur est égal 


à son périmètre multiplié par , Ou si l'on vent, 


1 
24/2 
à son périmètre multiplié par le rayon vecteur qui 
forme en dessous du premier rayon vecteur, un angle 
dont la valeur est à moins d'un dix-millième près 


66°, 1968. 


\ . 


or 


CHAPITRE Ill. 


De la quadrature des surfaces courbes, et de 


la cubature des volumes termines par de pa-. 


retlles surfaces. 


534. Sotr BKI la partie d'une surface courbe con- 
tenue dans l’un des huit angles trièdres formés par les 
trois plans coordonnés rectangulaires, et que nous 
supposerons être celui où toutes les coordonnées sont 


Fig. 4. 


444 APPLICATION 
Fig. 4.” positives ; soit de.plus un segment BCaM de cette 
surface , limité par les deux plans des xz, yz et par 
deux autres plans CcG , MmN respectivement parallèles 
aux deux premiers : représentons par x, y, Z les 
coordonnées du point a, et par S l'aire du segment 
BCaM de la surface courbe. Nous nous proposons dans 
cet article de trouver l'expression analytique de $, ce 
qui constitue la solution générale du problème des 
quadratures des surfaces courbes. | 
Divisant respectivementles deux coordonnées Amoux 
et Ac ou y du pointa, en un nombre quelconque de par- 
ties égales A xet Ay, portant l’une de ces premières par- 
tiesde men e sur l’axe desx, et l’une des secondes dec en 
fsurl’axe des y ; ensuite faisant passer par tousles points 
de division Ax, des plans parallèles à celui des yz, 
et par tous les points de division Ay, des plans pa- 
rallèles à celui des xz , il est clair que les intersec- 
tions de ces plans avec la surface courbe , détermi- 
neront sur le segment BCaM des quadrilatères courbes 
pareils à celui abqp qui est extérieur au segment qu'on 
veut quarrer, mais qui correspond comme les petits 
quadrilatères intérieurs à l'intersection de quatre plans 
parallèles de deux à deux, et dont les distances res- 
pectives sont Ax et Ay. Maintenant supposons que par 
le sommet de l’un des quatre angles de chaque petit 
quadrilatère , et placé d’une manière semblable par 
rapport au sommet B de la surface courbe, par exemple, 
le sommet d’angle le plus voisin de B, tel est celui 
a relativement au quadrilatère abqp , ou fasse passer 
un plan tangent à la courbe ; il est évident que la 
partie d'un tel plan tangent interceptée entre les quatre 
plans qui déterminent sur la surface courbe le qua- 
drilatère courbe correspondant, seraunparallélogramme 
reetangle , puisque , prenant pour exemple le quadri- 
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latère abgp, les deux côtés du quadrilatère plan, 
tangent en a à la surface courbe , qui sont tangens aux 
arcs ap, ab appartenant aux plans respectifs perpen- 
diculaires entre eux CcG, MmN , forment un angle 
droit, et que les deux plans CcG , FfH étant pa- 
rallèles entre eux , la partie de la tangente à l'arc ab 
comprise entre ces deux plans , sera égale à la partie de 
la trace du plan tangent en a sur le plan EeD interceptee 
entre les plans CcG et FfH ; on aura donc par cette 
construction la surface BCaNM couverte d’un système 
de petits parallélogrammes rectangles plans , dont le 
nombre sera égal à celui des petits quadrilatères 
courbes; et la même chose aura lieu pour l’espace CF ba 
et pour celui MDgE dans lequel est compris le petit qua- 
drilatère courbe abqp. Représentons par S’ la surface 
de tout le système de petits parallèlogrammes rec- 
tangles qui couvre le segment de surface courbe BCaM, 
ou $, et par P le parallélogramme qui couvre Île 
quadrilatère courbe abqp. 


Cela posé , il est évident que S” étant une fonction 
de œety, puisque sa grandeur dépend de celles de 
chacune de ces deux variables, on aura en faisant varier 
S$” par rapport à xet y des quantités respectives Ax 
et Ay, la surface du système de tous les parallélo- 
grammes rectangles qui couvrent l’espace courbe BFgE 


AE. d’après la formule (57) (art. 73), sera égal à 


’ / , dzdrS" d?:d)S" Ax°A 
S' 4 AS HAS" + mn SET ra ee 


d:d?YS" AxAy* " 
dd + etc....(a)[ "I. 


(*) I faut faire attention que toute la première ligne horizontale 


Fig. 4. 


de la formule (57) est = © + A, et que toute la seconde ligneho- , 
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* Mais si l'on ne fait varier S° que par rapport à x 


de Ax, on aura /a surface dif système de parallélo- 
grammes rectangles quicouvrent l'espace courbe BCpE. 
= S'+ATS. 

Et si l'on ne fait varier S’ que par rapport à y de 
Ay,onaura lasurface du système de parallélogrammes 
rectangles qui couvrent l'espace courbe BFbM — S' 
—- AS". 

Ajoutant ces deux dernières égalités , et retranchant 
de la somme l'égalité surface du système de paral- 
lélogrammes qui couvrent l'espace courbe BCaM—S, 
on aura, surface du système de parallélogrammes qui 
couvrent l’espace courbe BFbap£EB— S'-+A7S'LA7S" : 
enün retranchant cette dernière égalité de celle (a), 
il viendra le parallélogramme qui couvre le quadrila- 
tère courbe abqp, c'est-à-dire 


d”dS’ d’*d'S" Ax’Ay , d”d’7S" AxAy* 
PE dy 9 Ed oO T'ÿ 2. 


+ etc.......(b). 
Mais æ, y,2 étant les coordonnées du point a, et 
représentant par x’, y", z’ les coordonnées du plan 
tangent en a, et dans lequel se trouve P, on aura 
pour équation de ce plan s 
d'— 2 = A(X —x)+B(yÿ —y).....(0); 

donc 4 est la tangente trigonométrique de l'angle que 
forme la trace du plan tangent en a sur le plan des 
æz avec l'axe des x, et B est la tangente trigono- 
métrique de l'angle que forme la trace du plan tan- 


rizontale est — A *w; ainsi cette formule pourrait s’écrire sous la forme 
&w'— © + AJ HA 7« + tous les termes inférieurs aux deux pre- 
mières lignes horizontales. 


Lee 


À LA GÉOMÉTRIE. | 447 


gent en a sur le plan des ÿyz avec l’axe des y; donc Fig 4. 
d’après l'équation (92), on aura 


et par conséquent le cosinus de l’angle formé par le 


\ 

[*] Pour rendre plus sensible la vérité de ces deux équations, 
concevons que par le poins a on a abaiïssé une perpendiculaire sux 
le plan des xz, ce qui déterminera sur ce plan la projection du 
point a qui , conséquemment, aura les mêmes coordonnées z et x 
que le point a. Faisons passer par la perpendiculaire un plan qui, 
évidemment, sera perpendiculaire au plan des xz, en le faisant 
tourner autour de sa directrice jusqu’à ce que sa trace sur le plan 
des xz soit parallèle à celle sur le même plan du plan tangent, 
Ainsi représentant par x”, y” et z” les coordonnées de ce nouveau 
plan, ilest clair que sa trace sur le plan des xz formant avec l’axe 
des x un angle égal à celui formé avec le même axe par la trace 
du plan tangeut , on aura pour équation du nouveau plan 


2"—2—= A(x"— x) + B'(y" — y)... (æ), 
dz" ; 
donc 4 — F PURES (6) [équat.(92)]: 
Mais Æ étant une quantité constante dans toute la longueur de la 
trace du plan de l’équation (x), etla projection du point a sur le plan 
des xz étant placée sur la trace en question, il s’ensuit qu’on a aussi 


= ces (r). 


Or, si par le point a on fait passer un plan parallèle à celui de 
xz, et dont conséquemmént l’équation sera ÿ — const. xet si eni- 
suite on fait mouvoir le long de la verticale qui passe par 4, un 
plan parallèle à celui des xy, il est clair que les intersections du 
plan de l'équation y = const. avec les deux plans perpendiculaires 
à celui des xz, lan parallèle au plan des xy , l’autre ayant pour 
directrice la perpendiculaire abaissée de a sur le plan des xz, 
formeront un angle dont les deux côtés seront parallèles chacun à 
chacun avec ceux de Pan gle dontla tangente est À; ainsi il ne faut 
différentier z dans l’équation (y) que par rapport à x, ce qui 
donne l'équation (d). Il est claix que l’équation (e) se démontre 
exactement de même que celle (d). 
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plan tangent en a avec le hlan des xy sera 


1 

OT EE Ur N es (DIOt, art, 65). Or, l'aire 
1 —— ) + sa Ar 

VE +G)+()] 
du parallélogramme rectangle P se composant du pro- 
duit de ses deux côtés respectivement tangens en a aux 
arcs ap, ab , et le premier de ces deux côtés etant 
égal au quotient de sa projection ag ou 4x sur le plan 
des xy divisée par le cosinus de l'angle que forme 
ce dernier plan avec celui tangent en a;jsde même le 
côté de P tangent en a à l’arc ab, étant égal à sa 
projection no on Ay sur le plan des xy , divisée par le 
cosinus de l’angle formé par le plan tangent en a avec 
le plan des xy, on aura 


EEE 


h CIENE d’'z\° 
Substituant cette valeur de P dans l'équation (b) , et 
divisant l'équation résultante par AxAy, il viendra 


celle 


ENS 9 D'aN d=drS" , d’*d'S Az 
VE +0) as ta 
d°d'YS’ 
+ 07 Het EC EU 
Mais si maintenant nous faisons décroître Ax et Aÿ 
dansgne même proportion à leurs grandeurs respec- 
tives, alors il est évident qu'à mesure que cette di- 
minution aura lieu, le nombre des parallélogrammes 
rectangles tels que P qui couvrent la surface courbe 
BCaM augmentera , et l'aire de ce système de paral- 
lélogrammes se rapprochera sans cesse de celle de la 
surface courbe ; de manière que quand les deux plans 
EeD , FfH 5e seront simultanément réunis avec ceux 


MmN, CcG à qui ils sont respectivement parallèles , 
et 
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et qui termingnt la surface courbe qu’on veut quarrer, Fig. 4: 
ce qui donnera A x=—oet A y—o0, l'aire S de cette der- 
nière surface sera rigoureusement la même que celle S’ 
du système des petits parallélogrammes rectangles qui 
Ja couvrait; ainsi l'équation (f) se réduira à celle 


d'OS d'z d’z 
a =VC Ke)+()J 
Multipliantles deux membres de cette dernière équa- 
tion par drdy, et intégrant successivement par rap- 
port à y etx, ou l'inverse, suivant que le premier 
calcul présente moins ou plus de difficulté que le second, 
on aura 


e= rer CE) +) 
« 528 ra/C CD] 


535. Dans les surfaces de révolution, les formules 
précédentes se réduisent à une seule qui ne renferme 
qu'uneintégrale simple. En effet, la surface BCKDIMB 
étant considérée comme engendrée par la revolution de 
la courbe BMI tournant autour de l’axe 4X, toutes 
les courbes, telles que celles BCK, MaN , EpD seront 
des arés de cercle ayant respectivement pour rayons 
les droites AK , mN, eD qui sont les ordonnées de 
la courbe génératrice 1IHK, et qui conséquemment 
‘sont des fonctions des biere x. Soit donc représenté 
par X une telle ordonnée Nm, on aura, d’après la 
poor du cercle et salt itamn au point @, l’équa- 


tion an = (Nm+ mn) er MU 2 —(X+ y) 
d?z ax 
— = Re et 
33 


(557) 


(X—y)=X 5", donc 


Là 


+ d'z PrCY 
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_— = ; substituant ces valeurs dans la pre- 
dy V’xX2 — y ; P 
miere des deux équations (557) , il vient 


€ à Y d 
S= r1/[dx* +4 aXX [| TRS . .(a) . 
y 


mais le dernier facteur intégral est — arc (sin =. 2) ; 


ainsi substituant cette valeur dans l'équation (a), on 
aura la valeur de S relative an seul quadrilatère courbe 
BCaM, et si l'on veut avoir l'aire de tout le seg- 
ment BRNM, il faudra faire y= mN=X, ce qui 


. à T 
donnera arc (in= D) —= arc (sin—1)= - : or cette 
‘à 2 


bande courbe BKNM comprise dans l'angle droit 
formé par les plans des xz et xy , n’est que le quart 
de la zône faisant tout le tour de la surface de révolu- 
tion et correspondante à l’abscisse x — Am; donc 
pour avoir la surface de cette zône , il faudra mettre 


à la place de aro( sn = +) la quantité 27 ; ainsi la 


formule (a) se réduira à celle S— 97 f XV dX°+ dx’, 
ou représentant par y les ordonnées Mm ou Nm de 
la génératrice de la surface courbe , à la place de les 
représenter comme précédemment par X , nous aurons 


S—o7fyV dy +dz.,...(658); 


[4 


ce qui est la formule générale des quadratures des 
surfaces de révolution. 


Pour faire une application de cette formule, pro- 
posons-nous de trouver l'aire de l'ellipsoide alongé 
de révolution , ayant son centre à l’origine des coor- 
données. L’équation de l’ellipse génératrice rapportée à 
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1. 


Fu ln. à BP? ? À x? 
soncentre est 3=Z V’ 4-2, donc dy=— “A CEDX , 
À : L. daVAÆ—(#—ÿ5)x 
d'où {dy + dx) — TT IP) 


VTC 48 x° >) 


, en représentant par £ l’excentri- 


AV AE 
cité. mo ces valeurs dans l'équation (558), il 
dx 
vient S— "7 fx y/[A#—Ex]-0 4°Br — — 
Ne VCA Era br f EE 
A dx 


VAE nn ie tuant enter one 
par É moyen des formules (134) [art. 2061] et (151) 


[art. 220]: 0ona 
S—2Br Le arc (sin Le me) pe x VA Es (b), 


sans constantes, puisque pour x —0 on a $ —0o. Fai- 
sant x — À, ensuite doublant le résultat, on trouvera 
que l’aire de l’ellipsoide entier de révolution est égale 


; A° EE CI 
à 4B7 {& arc (sin) +E£B}. 


En faisant 4 — B , d’où E—o, ce qui est le ca- 
ractère de la sphère , l'équation (b) dans laquelle le 


. A e. 1 . L O LA 
dernier terme s'évanouit , se réduit à $ — —.Maispar 
Qt 


la méthode enseignée 4 l’article6o, ontrouvera en dif- 
férentiant le numérateur et le dénominateur du premier 
terme du second membre de l'équation (b),qu'l se ré- 


x = 
doit à —— 


VC 


lorsqu'on fait 4 LE, ). E = 0; ainsi prenant x—4, 
29.. 


j; quantité qui est égale à 247x 


Fig. 4. 
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et ensuite doublant, on a, pour l'expression de l’aire de 
la sphère entière dont le rayon est 4, la quantité 
4A°7,ce qu'on sait déjà par les premiers principes de 
Géométrie. ù 

536. Nous occupant maintenant de la cubature des 
volumes terminés par des surfaces courbes , représen- 
tons par #7 la solidité du volume BCaMAcnm, et 
cherchons l'expression analytique de 77 en fonc- 
tion des coordonnées æ, y, z du point a par où 
passent les deux plans CcG, MmN qui , respective- 
ment parallèles aux plans des x et ÿyz, terminent ce 
volume. 

Faisant la même construction qu'à l’article 534, il 
est évident. que nous formerons entre les quatre plans 
qui limitent 7, une suite de petits volumes dont le 
nombre sera égal à celui des Azx multiplié par le 
nombre des Ay, respectivement compris entre 4 et 
m ,et entre 4 et c : tous ces petits volumes ayant même 
base AxAy, auront chacun pour face supérieure le 
petit parallélogramme rectangle qui couvre le petit 
quadrilatère courbe correspondant; la même chose aura 
lieu pour le volume CEbacfon et pour celui MEgbmeho, 
dans lequel est compris le petit solide à faces planes 
correspondant au petit volume à face supérieure courbe 
abqpnohg. Cela posé, représentant par 77 la solidité 
du système des petits solides à faces planes correspon- 
dant à 7” , et par U le petit solide à faces planes ayant 
pour base nohg, on trouvera par un raisonnement par- 
faitement semblable à celui employé à l’article 534, 
que 


PT LA PE 
dd lé { 


FAT EE es) 
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Or, il est évident que U<AxAyXan,et>AxAy 
Xqh; mais an=2 et qh est ce que devient z lorsque 
x et y ont simultanément varié de leurs différences 
respectives Azx et A y ; doncle volume U est compris 
entre zAyAzxet (:—Az)AyAx;ains U—zAyAx 
AyAxAz 
we n 
sitif et réel >> 1. Egalant cette valeur de U avec celle 
donnée par l'équation (a), et divisant par AyÿAx, 
on aura 


, en représentant par z un nombre po- 


Az _ dd! d“dp" 


n dxdy dx*dy 
dry A y + etc. * Mes CI 


Faisant Ax—o, d'où Ayÿ—oet Az—o, nous 
avons vu à l’article 534 que la surface du système 
des petits parallélogrammes qui couvrent le segment 
de surface courbe BCaM s’identifie avec cette der- 
nière surface ; donc alors on aura #”et Ÿ” qui ne dif- 
féraient que par cette face, qui seront égaux, et par 
conséquent tous les termes de l’équation (b) affectés 
de Ax, Ayet Az s'évanouissant , cette équation se 
reduira à celle 


Az 


F— dxdy , d’où d’d'Y — zdxdy ; et 


Ed S'zdy où F—/f'dy [°zdx}. 1» (259): 


Substituant dans celle de ces deux équations qu’on 
choisira , la valeur de z en fonctionsdes x et y donnée 
par l'équation de la surface proposée, on aura par 
deux simples intégrations successives de formules dif 
férentielles du premier ordre et à une seule variable, 
puisque chacune des deux intégrations proposées est 
partielle, la cubature du volume proposé, 
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557. Dans les solides de révolution , nous avons vu 


à l’art. 535 , que an ou (2°) Ho (X— 7"), 


Led dy 
donc S'zdy = ['dy VX — y: pe D, a RE 2.2 
VX — y° 
—f FRA L A aro{ sin = 2)+: yVX— y 
V X°— y? 


[équat. (134) et (150) ]: substituant cette valeur dans 
la première des deux équations (559), et ensuite in- 
tégrant par rapport àx , on aura la solidité du segment 
BCaMAcnm du volume de révolution ; mais pour avoir 
le volume de BAKNmM,, il faudra faire y=mN=X, ce 
quiréduira l'équation Érduétente à celle f’zdy =; X? 
X arc(sin — 1) —;7X*, donc }—+? x /f X°dx ; mais 
cette cubature étantrapportée aux fonctions des seules 
coordonnées Nm (y) et Am (x) de la courbe géné- 
ratrice ; nous aurons, pour la tranche entière du vo- 
lume de révolution correspondant à l’abscisse x, et qui 
est quadruple de la partie que nous considérions , 


F7 — x fy°dx....:.(560), 


ce qui est la formule générale de cubature des solides 
de révolution. 


APPLICATION. L'’équation générale aux courbes du 
second degré étant y? —Px + Qzx?, on aura pour tous 
les volumes de révolution du second degré 


Re ie 7 rQ fx°dx ou 
3 
WAR T Mis Se |. Aa 


sans constantes , puisque pour x — 0, on a Ÿ—0o. 


Faisant O—o , ce qui est le caractère de la para- 
rabole , il vient pour le paraboloide de revolution 
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7 — Le PX Ty°7 
2 2 

engendré par y dans la révolution de la parabole au- 
tour de son axe , et x est la hauteur du cylindre droit 
circonscrit au segment de paraboloïide qu'on cube; done 
la solidité du segment de paraboloïde de révolution 
est égale à la moitié de celle du cylindre circonscrit. 


; mais y°7 est la surface du cercle 


Dans l'ellipsoide alongé , de révolution, dont les 
2B* P* 
caractères sont P — y € Q = — 2? l'équation (a) 


se réduit à celle 
B° Fu mx B? 
P= ar] 4% ]= = A (24x— x°) 
DR" Avr Prx° € 
+53 ne" Bree (b) : 


donc le volume d'un segment d’ellipsoide de révolu- 
tion est égal au tiers de celui du cylindre inscrit, 

plus le sixième de celui qui aurait pour base un Re 
du rayon x, et pour hauteur le paramètre de l’eilipse 
de révolution. Si l'on fait x —24, ce qui donne 
ÿ—0, la valeur précédente de 7” donnera pour l’ex- 
pression du volume entier de l’ellipsoide alongé de 

: AAA ; 
révolution Pre donc le volume de ce solide e:t 


les deux tiers de celui du cylindre circonscrit. 


Faisant B — À, ce qui est cé a m4 de la sphère, 
la formule (b) se réduit à 77 — _. hr TR 


la différence du volume d’un mr d’ Mae de 


révolution à celui correspondant de la sphère circons- 
. E* F ’ ’ 
crite, est 53" représentant par Æ l’excen- 


: donc 
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tricité de l’ellipsoide. Faisant x —24,la valeur pré- 
cédente de F7 donne pour le volume de la sphère en- 
AT 
3 
mens de Géométrie. 


s 


tiere 


, 54 dé:à ] . lé 
, Ce quon sait déjà par les premiers élé 


Dans l’hyperboloïide de résolution, dont les carac- 


; 2B? B? ; 
tères sont P =—- et Qæ —Z » On parviendra de 


même à l'équation (2). Nous ne nous arrêterons pas 
sur la discussion de ce volume. 


CHAPITRE IV. 
Application du Calcul intégral à quelques 


questions et théories générales de Géométrie. 


538. O: appelle généralement en Géométrie tra- 
Jectoire, une courbe qui coupe sous un même angle 
une famille de courbes d’un même genre dont les in- 
dividus résultent de la variation d’une constante ar- 
bitraire, ou paramètre qui entre dans l'équation de 
cette courbe ; ainsi représentant par p une constante 
arbitraire , on paramètre variable d’une courbe à 
l'autre , et par F(x, y, P)—o l'équation de cette 
famille de courbes semblables ; leur trajectoire sera une 
courbe telle , que les angles que formeront successive- 
ment ses tangentes avec celles des courbes semblables 
et variables de paramètre , aux points où elles sont 
coupées par la trajectoire, seront tous égaux. Le 
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problème des trajectoires consiste à déduire de l’équa- 
tion donnée 


F(x,y,P) = 0....{(a), 
d’une famille de courbes semblables, celle 
eh, . 
(2,9) =0: M0) 
de leur trajectoire. Pour parvenir à la solution de 
ce problème , on observera que représentant par a 
la tangente trigonométrique de l'angle sous lequel la 


trajectoire coupe toutes les courbes semblablesde pa- 
ramètre différent , on aura pour l’une quelconque de 


dy _ dy 


LS cut D d’après l’é- 
dydy' ; or, P 


RTE 


quation donnée (a), on 7 ip) tenc 


ces dernières courbes, a — 


a[dx'+f(x,P)dy']= f(x, P)dx —dy....(c). 


Mais au point où la trajectoire coupe MORE des 
courbes semblables de paramètre variable, on a 


et x— x, ainsi l'équation (c) prendra la es de 
celle 


(af (x, P) +i)dy==[f(x,P) — a]dx.....(d), 
qui est particulière à l’une des courbes variables, mais 
qu'on rendra générale à toutes les courbes de l’équa- 
tion donnée (a), en éliminant entre cette dernière 
équation et celle (d) , la quantité P, ce qui donnera 
une équation différentielle du premier ordre de la 
forme 

F(rÿy dr dy )= on. : (e), 


qui étant intégrée, donnera l'équation demandée de 
Ja trajectoire. 
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La trajectoire est dite orthogonale lorsqu'elle doit 
couper toutes les lignes de paramètre variable , sous 
un angle droit , et puisqu'alors a doit être — +, l'e- 
quation (d) se réduira à celle 

F(x, Pdy+dx=o.... CA 

Le reste de l'opération comme précédemment. 

EXEMPLE I. Trouver la trajectoire des courbes du 
second degré. 


L'équation générale de ces courbes étant 


Y—=Px+Qx.....:(e7, 

on aura f(x, P) re D | HsgaQr . Substituant 

dx 2Y 

ces valeurs dans l'équation (d) , on a celle 

(aP +2aQx+oy)dy= (P + 20x—2ay)dx, 
et éliminant P entre cette dernière équation et la 
proposée (9), il vient, toutes réductions faites, l'équa- 
tion différentielle 
(ay°+aQx°+2xy)dy—(y" + Qx—s2ayr)dx...... (A) 
qui, étant homogène, se séparera aisément par la mé- 
thode enseignée à l’article 339 : mais cette séparation 


nous menant à intégrer l'équation différentielle et ra- 
tionnelle ; 


dx FA (az + 22 +aQ)dz l 
ee ES a Le L(00 Lao z— 0 0 02) 


dans laquelle 2=T Céquat. (285)], nous n’entrepre- 


drons pas, à cause de la longueur des calculs, de 
l'intégrer généralement ; nous nous occuperons donc 
seulement des trajectoires orthogonales des courbes du 
second degré , ce qui réduit l'équation (h) à celle 
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(y° + Qx*)dy —=— 9yxdr....(R), 


et sa transformée (1) à celle 


ET z + Ojdz zdz _Q. d 
LAS ET +LQ+0o Q+o2 2 
dz 
ee EVE RÉCENTES 
dont l'intégrale est x= 5 ar dass aies. ,enrepré- 
VE + O4) 


sentant par cune constante arbitraire. Remettant pour 
z sa valeur yx", diyisantles deux membres de l’équa- 
tion par x, RP: le dénominateur et élevant les 
deux Mer Pres de l'équation à la puissance O +2, 


en représentant toujours par c la constante arbitraire 
Qrra 
Vc, ona 


PL +(Q+Ho)x]—=c.....(D, 
ce qui est l'équation générale des trajectoires ortho- 
gonales des sections coniques. 


Faisant Q—o, ce qui est le caractère de la pa- 
rabole , on a pour traïectoire orthogonale de cette 
courbe , la courbe de l’équation 


VA OM ES CN ..(m) » 


laquelle est un ellipse ayant son centre à l'origine 
commune des paraboles du paramètre P variable de 


June à l'autre, le petit axe —ÿ/2c dans le sens de 
l'axe des x et le grand axe — 24/c dans le sens de 
l'axe de y; et comme c est une constante arbitraire 
qu'il faut. seulement prendre toujours positive, il 
s'ensuit que le système des paraboles de paramètres 
différens P, a pour trajectoires orthogonales un nombre 
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infini d’ellipses dont le rapport du grand au petit axe 
est — p/2; ainsi ces deux systèmes de courbes sont 
réciproquement trajectoires orthogonales l'un de 
l'autre. 


Pour vérifier ce résultat, observons que dans Ja 
parabole de l'équation y = Px,on a ? == Dee qui 
est la tangente trigonométrique de l’angle que forme 
la tangente de la parabole avec l’axe des x au point 
de la courbe dont les coordonnées sont x et y ; donc 
la tangente trigonométrique de l'angle formé par l'axe 
des abscisses avec la droite perpendiculaire au point 


sb 


x et y à la tangente de la parabole, doit être — 5: 
Or , endifférentiant l'équation y°+2x° — c de l’ellipse, 
Res CL AUIRE 
on a ydy——2xdx, d'où = —. Mais au point 
où l’ellipse coupe la parabole, on ax ; donc la 
tangente trigonométrique de l'angle que forme la 
tangente de l’ellipse au point x et y, avec l’axe des 


2y me, 
æ, est — 5, et par conséquent les tangentes des deux 


courbes à ce point, sont perpendiculaires entre elles, 
donc etc. 

2 
TT 
hpse , il semble, d’après ce que nous venonsde dire, 
que l'équation ( k) devrait nous donner celle d’un 
système indéfini de paraboles de paramètres différens ; 
c'est cependant ce qui n'arrive pas; car dans le cas de 


Faisant Q — , ce qui est le caractère de l’el- 


2 


Q—— , l'équation (/) se change en celle 
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B 


+” +(2 —)e= JE. ss CN) ; 


dont il est impossible de déduire l'équation d’une pa- 
rabole, et même de toute autre section conique, tant 
qu'on prendra B différent de 4. La raison en est qu'il 
n'ya qu'une espèce d’ellipse qui a pour trajectoires 
orthogonales des paraboles, c’est celle dont le.quarré 
B* du demi-grand axe pris sur l'axe des y, est double 
du quarré 4? du demi-petit axe pris sur l'axe des 
x; or, dans ce cas de B*— 24?, l'équation (m) se 
réduit à celle yÿ*—cy* à laquelle on ne peut satis- 
faire par les valeurs de y , qu’en faisant y — 0. Mais 
l'équation (m) prise dans toute sa généralité, et re— 
prenant l'ellipse dans l’état naturel où elle est ordi- 
nairement considérée , c'est-à-dire ayant son grand axe 
2 À dans le sens de l’axe des x, est celle d’une courbe 
algébrique d'un degré supérieur au second , et qui est 
Ja trajectoire orthogonale des ellipses de paramètres 
difFférens. 

Faisant B— 4 ,ce qui est le caractère du cercle, 
l'équation (/), en y faisant Q —— 1, se réduit à celle 


+= cy.....(n), 
ce qui est l'équation d’un cercle décrit sur l’axe des y, 
comme les premiers cercles de paramètres ou diamètres 
2A variables d’un cercle à l’autre , sont décrits sur 
l'axe des x ; et à cause que c reste arbitraire, il 
s'ensuit que les premiers cercles ont un nombre in- 
défini de trajectoires orthogonales, et que conséquem- 
ment les deux systèmes de cercles ayant respective- 
ment leurs centres sur l'axe des x et sur l'axe des y, 
et l’origine commune à celle des coordonnées, sont 
respectivement trajectoires orthogonales l'unde l’autre, 
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sa B° à 
Faisant Q=" x , ce qui est le caractère des hyper- 


boles, l'équation (/) donnera pour trajectoire ortho- 
gonale de ces courbes , une courbe algébrique d’un 
degré supérieur au second ; cette trajectoire ne sera 
que du troisième degré pour les hyperboles équilatères, 
puisqu'alors Q — 1. 

EXEMPLE Il. Une droite tournant dans un même 
plan autour d'un point fixe, on demande l'équation 
de la courbe qui coupe cetté droite dans toutes ses 
positions , sous un même angle donné. 


Prenant l’origine des coordonnées au point fixe au- 
tour duquel tourne la droite, on aura pour équation 
de cette droite 


y =Px.....(o), 


+ 


P représentant la tangente trigonométrique de l'angle 
que forme la droite avec l’axe des abscisses , et qui 
conséquemment varie d'une position à l’autre de la 


droite. De l'équation (o) on tire Y onf(x,p) =—P. 


Substituant cette valeur dans l'équation (d), il vient 
(G@P+1)dy=(P—a)dzx; mais PE ; donc 


(ay+ x)dy= (y —ax)dx, équation qui intégrée 
d’après la méthode enseignée à l’article 339, donne 


ETS — arc (ans =?) =0 +. .(p); 


ce qui est l'équation de la trajectoire demandée. Si 
Fon veut passer de l'équation de cette courbe rap- 
portée à ses coordonnées rectangulaires , à son équa- 
tion polaire , alors se servant des équations de trans- 
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y 
formation (99) , on aura a/ = —4 ou alv — alc = a. 


Prenant #— 1 lorsque 4—0, on aura complètement 
alv—=x, ce qui est l'équation de la spirale logarith- 


: FSI 
mique dans le système qui a pour module m C'est-à- 


dire la cotangente de l'angle constant sous lequel la 
courbe doit couper tous les rayons vecteurs; ce qui 
est conforme à ce que nous ayons dit de cette courbe 


Ld 7? . ] 
à l’article 142. Faisant dans l'équation (p) a = elle 


se réduit à celle IV +y lc, d'où x +yÿ—=c; 
ce qui est l'équation du cercle ayant pour rayon ÿ/c; 
ainsi, comme cela est évident de soi-même, la cir- 
ceace de cercle est ia trajectoire orthogonale de 
ses rayons. ° | 

53q. On appelle en Géométrie, tractoire la courbe 
qui a la propriété d’avoir tottes ses tangentes cons- 
tantes. Cherchons l'équation de cette courbe qui, 
d'après sa propriété, a pour équation différentielle 


V’d 2, dx? /? 
LITE. té GE), 
2 
en représentant par a une constante déterminée. De 
cette équation (a) on tire celle 


PE dm ILES (), 


3 à 2 
-qui est l'équation différentielle de la tractoire , et ne 
peut s'intégrer que par approximation. Pour opérer 
cette intégration , observons que l'équation précédente 
peut se mettre sous la forme de dx = diyV —Y, 
et faisant 


(c)... y 25 «d'où yield), 
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la formule précédente deviendra 


dr = d2V/a—e#.,,.,.(e). 


Comparant le dernier membre de l'équation (e) avec 
XPdx Gites 257) ,onap—+et ÂX—a — ez, d'où 
X'—— 0e", X'= —4e", X°"— —8e° etc. ; et subs- 
tituant ces valeurs dans la formule (200 }, il vieut 


3 
— — a?— e°?) ? o(a?-e* 
fdz Va —e* où r=const, — C9 Li C a 


16(a*—e* 
FR WT etc. | 


Mais e°*— y", donc, 
x = const. — Ce eo = pd EI Le 


16(a7—y°} 
p RENE Se PES, de 5 


Pour déterminer la constante , reprenons l'équation (b) 
a°dy 
NAT) 

d ve AE ——-: 
Le DEN , et intégrant il vient x = Wa—ÿ* 
Va — y" 
dy à 
+ q* == + const. Faisant x 0, ona 


JV a —y* 
a° Pt const. = — Vu: ERyar et différen- 


que nous mettrons sous la forme dx — 


Va — À ; 
tiant , il vient Le ab ak yet Lex où a" = y", 
YV a —y  Va—y)’ 


ety—a, donc x — 0 lorsque y = @, ainsi const. —=0, 
et on a complètement 


4 
œ— es : 
TL rs re 
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__(a Le) 2 Are Le 16(a—y") 
UE oO on atx—®, rs la tractoire est une 
courbe asymptotique, et son asymptote est l'axe des x. 

Del’équation (a)ontire /y/(dy°+ dx*), ou =al(yc) 
(formule 552), en représentant par c une constante in- 
déterminée ; or, si l’on prendl'origine del’arc à à celui de 
la courbe où æ—o ety— «a, .on aura à ce point 


1 
o—/(ac) d'où ac—1 et De ; ainsi on a complètement 


=al(2).…. Ch), 


ce qui est la formule de rectification de la tractoire ; 
donc cette courbe n'est pas exactement Sr 


Fe go — y 
_ f: DLL ARR ITR 55) et pe arc( sin == ) 
Va —y 


+iy V/a — y? + const. , et prenant l'aire de latrac- 
toire à commencer de l'origine de la courbe où y=—a, 
1 


7 
* On aura Const. =— —a —; donc on aura complète- 


De l'équation (b) on tire Ve ou —a f[—S 


ment 
œ—=iyVa-ÿ—10 arc (co : 2)... . a C 


Faisant y —o on a Er A r; donc l’aide 
l'espace entier et se prolongeant à 1 RTE compris Entre 
la tractgire et l’axe des abscisses , est de au quart 
de l'aire du cercle décrit avec la tanbeiee constante 
a comme rayon. 


ES: 30 
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Multipliant les deux membres de l'équation (b} 
par 7y°, et intégrant, on aura frydx où W— 
æfydy ÿ/a — y + const. [form. (560)], et effectuant 
l'intégration [ form. (142), art. 212], on aura com- 
plètement * 

PV —=— 57 (a —7y) LE on td 
en prenant la solidité du volume de révolution à l’o- 
rigine du volume où y = 4. Faisanty —o, on a le 
volume entier et d'une longueur infinie = — + a°r, 
et par conséquent égal au quart de Ja sphère ayant 
pour rayon la tangente constante a. 

54o. PROBLÈME. Etant donnée une équation de 
relation entre la rectification d’un arc de courbe in- 
connue et les coordonnées correspondantes à l'extré- 
nuté de cet arc, trouver l'équation de la courbe. 

SoLurion. L'énoncé de ce problème n’est évidern- 
ment que la traduction géométrique de celui d'analyse 
que nous avons résolu à l’article 398; car l'équation 
donnée étant F(A, x, y) 0, onsait qu'on a d’ail- 
leurs da— dy? + dx*[équat. (552) ]; il ne s'agira donc 
que de déduire de cesdeux équations celle dela courbe; 
c'est ce qui a été l’objet de nos recherches à l’article 
898 auquel nous renvoyons le lecteur. 


541. Nous avons vu à l’article 347 qu’une même 
intégrale telle que l'équation a? ÿ" — const. , qui ap- 
_partient aux hyperboles de tous les genres, pouvait 
satisfaire à un nombre infini d'équations différentielles 
de la forme de celle 


axdy -i- _. Ydx + x y"(nxdy + pydx) —=0....(a), 


en y faisant varier à volonté les quantités a, m et 
c dont l'intégrale x?" = const, est indépendante. Ce 


À LA GÉOMÉTRIE. 457 
fait analytique qui a toujours lieu lorsque l'équation 
différentielle proposée se compose du produit d’une 
équation primitive par une équation différentielle, ne 
prouve pas pour cela, ce qu'on pourrait croire au pre- 
mier aspect, que par un même point de la courbe dont 
l'équation est l'intégrale de la différentielle proposée, 
on puisse mener un nombre infini de tangentes dif- 
férentes : car en prenant dans l'équation différen- 


ydx 


ui est l'expression 
dy qui ( P 


tielle proposée, la valeur de 


géncrale des sous-tangentes ( art. 102), il est évident 
que cette valeur doit avoir pour facteur commun de 
son numérateur et dénominateur , la fonction primi- 
tive qui renferme les lettres dont est indépendante l'in- 
tégrale ; ainsi en réduisant cette valeur à sa plus simple 
expression, On n'aura pour expression de la sous-tan- 
gente de la courbe , que celle qu’on aurait en opé- 
rant directement sur l'équation de cette courbe. Par 


CESR 


_antæn LAS N € 
ap + npx°y" 

Or, les deux termes de cette fraction ont pour facteur 

commun &a+ 1x" ; ainsi en réduisant la fraction à 


exemple del'équation(a)on re 


ART HE TAN dx nx 
sa plus simple expression , il ne reste que® = — — 


3 


qui est la même valeur de la sous-tangente de la courbe 
x?y" = const., que celle qu’on déduit immédiatement 
de cette dernière équation , en la différentiant et pre- 
nant dans l'équation différentielle résultante la valeur 

dx. 
de? | 

dy, | 

542. Nous terminerons ce chapitre par un exemple 
des solutions particulières des problèmes de Géométrie, 
c'est-à-dire de celles dontles expressions analytiques 
3e.. 
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et primitives , satisfont à l'équation différentielle dont 
l'intégrale complète donne la solution générale du pro- 
blème , quoique ces expressions soient absolument in- 
dépendantes et étrangères à l'intégrale complète. 

Trouver l'équation d'une ligne telle, que si d'un 
point déterminé on abaisse des perpendiculaires sur 
toutes Les droites qui touchent la ligne cherchée en un 
point quelconque, sans la couper , toutes les perpen- 
diculaires ainsi menées, sotent égales entre elles. 

Une droite qui en touche une autre sans la couper, 
étant de la nature des tangentes, l’équation de cette 
droite sera 


‘4 ; $ | 
Y—y— D (x —x).....(a)[équat. (88) art. 90]; 


donc prenant l’origine des coordonnées au point d'où 
sont abaissées les perpendiculaires, lPéquation de la 
perpendiculaire abaïissée au point y et x commun à 
la ligne cherchée et à celle de l'équation (a), sera 
Y=— . Li(B)} 

et d'après la condition du problème, toutes ces per- 
pendiculaires devant être d'une longueur constante que 
je représente par a, on aura 


Eliminant y’, x’ entre les trois équations (a) , (b) et 
(c), on a, toutes réductions faites, 

ydx—xdy = ay/(dy* + dx*).....(d). 
Or, nous avons vu à l'article 401 que cette dernière 
équation qui y est indiquée par la lettre(f), avait pour 
intégrale complète e 


y — Crx—ay(C—:1).:...(), 
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en représentant par € une constante arbitraire, et pour 
solution particulière l'équation 


Dates: Cf): 


Donc il y a un nombre infini de lignes droites qui sa- 
tisfont à l'énoncé de la question, et ces droites sont 
celles placées autour de l’origine des coordonnées, de 
manière que leur plus courte distance à ce point soit 
= a; mais il n'y a qu'une courbe (le cercle ) qui 
satisfait à la question ; ainsi cette courbe dont l'é-- 
quation ( f°) est absolument étrangère à l'intégrale com- 
plète (e), est une solution particulière du problème 
géométrique proposé : cependant elle a un point de 
commun avec toutes les solutions données par l'inté- 
grale complète(e) , puisqu'il est évident que toutes les 
droites qu'on obtient de cette dernière équation, en 
faisant varier de l’une à l’autre la quantité C, sont 
tangentes au cercle de l'équation (f). 
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SECTION VI 


Calcul des variations. 


CHAPITRE PREMIER. 


INTRODUCTION. 
En 


543. Sur y—=9 (x), la caractéristique @ indiquant 
une fonction variable pour une même valeur de x, 
c'est-à-dire passant de sa forme primitive @(x) à une 
autre que je représente par g’(x); de plus, repré- 
sentons par y,, ce que devient y = (x) dans cette 
variation de (x) s Et représentons respectivement p: ar 
y" et.y;", ce que deviennent y et y, lorsque x croît ou 
décroït de sa différence constante Ax, Cela posé, nous 
aurons, abstraction faite des signes qui peuvent af- 
fecter ee , les quatre équations 

{y = (x), y =e(x+ Ax)}....(a) 

1 Lans p" (x), y: = g(x+ Ax)}... .(b) 
De la seconde des deux équations (a) retranchant la 
première on a, y — y SR A@(x) ; ainsi Ay est la 


différence de grandeur de y, provenant de celle A x 
qu'éprouve x doi une même fonction @ de x et nr 
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x Ax. Mais side la première des deux équations (b) on 
retranche la première en (a), on a y1—y —=@(r)—@(x) 
qui est une quantité absolument différente de celle 
y —y= "AY, puisque celle-ci provient du change- 
ment qu'éprouve x dans une même fonction de x, et 
que celle s Liu à résulte de la variation de la HER 
® pour une même valeur de x : mous appellerons 
variation de y cette dernière quantité y, —7y , et l'in- 


diquerons , comme l’a fait Lagrange (*) par la ca-. 


ractéristique d qui, conséquemment, est dans le calcul 
des variations l’analogue de la caractéristique A em 
ployée dans le coule des différences. 


544. On a, d’après cette notation , les équations 


(= 47, 7 dy Ji Ayo Ji—Y =Y } 
De la seconde équation on tire Y=Yy+dy, d'où 
Ay,—=A\y +Ady. Substituant cette valeur dans la 
troisième équation en (c) ,on ay; =, +213+Ady, 


et éliminant Yi, il vient 
Yi=y+dy+Ay+Ady.....(d). 
La quatrième équation en (c) donne y! =y +y 


=)+A y (+ 8), où y: —=Y + M prie 


comparant cette dernière équation avec celle (d) ,ona 


Cette équation donne celle Ad(Ay)—d A (AY), 
ou AdAy—d'A*y; donc d’après la même équation 
(e),ona A’dy—ÀA?y, et continuant de même , on 
trouvera que généralement 


+ 
(*) On sait que c’est cet illustre Géomètre qui est lF nventeui: 


de la Méthode générale des variations. 


Ai. 
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545, La variation dy étant aussi une fonction de x ,- 
nous aurons , en substituant dans le théorèmé de 
Taylor [ form, (59)], dy à la place de y, 


a A d'd'y A x° 
a A m7 a Le PE Na 


aèy= 02 Az + 


ou mettant dans le Ft membre d'A y à la place 
de A dy [équat. (561) , et divisant par A x, il viendra 


Donc pour une même valeur de x , ce qui donne si- 
multanément Ax —0o et Ay —0o, on aura, d'après la 
notation du Calcul différentiel 


ne POUR. ddy — ddy,...(562); 


donc /a variable de la différentielle d'une variable, 
est égale à la différentielle de sa variation ; et on de- 
montrera par un raisonnement exactement semblable 
à celui qui, dans l’article précédent, nous a conduit: 
de l'équation (e) à celle (561), que généralement 
ona 
d'd'y =dd'y..,...(563). 

Ainsi on peut à volonté faire passer la caractéristique 
à des variations en avant, ou après celle d des diffé- 
rentielles. 

546. Représentant par U une fonction différentielle 
quelconque, soit fU — U”,d'où U—dU" et A U—d'dU" 
= dd U"; donc fAU—d'U", et mettant à la place de U’ 
sa valeur fU, il vient 

SOU — ea (564); 
donc FT PU ] = TSU ]= fe (JU)=ÈS SU), 
fAU—M SU, et ainsi de suite, on démontrera a. 
généralement 


PU = SU... (565) : 
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d'où l'on voit que dans les intégrales redoublées des 
quantités variées, on peut mettre à volonté la carac- 
téristique des variations en avant ou après celle des 
intégrations. 

547. Il est clair, d'après ce qui précède , que si nous 
représentons par U une fonction différentielle d’un 
ordre quelconque x entre les variables x, y, z..., 
. dans laquelle nous supposons pour le monènt et pour 
plus de généralité que se trouvent les différentielles de 
tous les ordres des variables jusqu'à celui 7 de U, 
on aura la variation, en différentiant à l'ordinaire U, 
et mettant seulement la caractéristique à à la place 
de la nouvelle caractéristique qu’il faudrait introduire d, 
et plaçant À immédiatement en avant de la variable 
correspondante , afin de n'avoir dans tout le cours de 
a variation de U, que des différentielles des quantités 
variées dx, dy, dz.....Nous ne nous arrêterons pas 
plus long -temps sur les détails de cette opération, 
parce que nous en ayons déjà parlé au chapitre III de 
la quatrième section. 


CHAPITRE IT. 


Methodes des variations dans les questions 
de maximis et minimis , lorsque la fonction 
différentielle proposée rest qu'entre deux 
variables , et qu'une de ces vuriables varié 
pour une méme valeur de l’autre. 


548. vs la formule différentielle de l’ordre n. 
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dans laquelle dx étant considérée comme constante, 
les lettres 4, B...I7 représentant des fonctions dex, 
et des différentielles du premier ordre de tes va- 
riables élevées à des puissances quelconques , mais 
telles cependant , que la somme des indices des ordres 
et puissances des différentielles de x et y est la même 
dans tous les termes; puisque, ainsi que nous l'avons 
démontré aü commencement de cet Ouvrage, le terme 
qui se soustrairait à cette loi serait —o ou— oo. Cela 
posé , il est clair que représentant par w l'intégrale 
de U, cette intégrale ne peut étre significative et 
déterminée qu'en tantqu'on a d'ailleurs , ainsi que nous 
l'avons supposé jusqu'à présent, unerelation déterminée 
entre æ et y donnée par une équation 
LR D AN En sn 67 
dans laquelle £ représehte la caractéristique d’une fonc- 
tion déterminée. Cette équation (a) étant donnée, on 
pourra aisément par les méthodes ordinaires enseignées 
au chapitre IX de la première partie de cet Ouvrage, 
trouver les extrêmes grandeurs ( maxima et minima ) 
de l'intégrale u de U , mais s’il n'y a pas de rela- 
tion connue entre les variables x et y, ce qu'on peut 
exprimer analytiquement par l'équation 
PE O(CIL RM ETDI 
en représentant par @ la caractéristique d’une fonc- 
tion variable pour une même valeur de x; alors l’in- 
tégrale u de U est vague, indéterminée, et il paraît 
au-dessus des forces de l'esprit humain de pouvoir dans 
ce cas-là, déterminer les extrêmes grandeurs de l'in- 
tégrale u de Ü entre certaines valeurs Bxes de x, 
comme nous les considérerons dans ce chapitre, ou varia- 
bles, comme nous le considérerons dans le chapitre sni- 
vant. Cependant les Newton, Bernoulli frères, et Euler 
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avaient résolu des questions semblables dans plusieurs 
cas particuliers, lorsque Lagrange, par un effort de 
génie qui fera époque dans l’histoire des sciences, 
inventa la méthode générale pour résoudre toutes ces 
questions : cette méthode est celle des variations dans 
laquelle plusieurs grands Géomètres, tels que Legendre 
et Poisson, ont fait de nouvelles et belles découvertes. 


La méthode des variations ne s’applique pas seule— 
ment aux qnestions de maximis et minimis de Géo- 
métrie et de Mécanique, mais elle s'applique aussi 
à d’autres parties de cette dernière science. En effet, 
ilest aisé de concevoir , par exemple , que si un corps 
de figure donnée et soumise aux lois de la Géomé- 
trie, parcourt dans l’espace une trajectoire dont la 
figure est donnée par le genre et la direction des 
puissances qui agissent sur le mobile, il y aura deux 
choses à considérer, savoir, 1°. les points du pro- 
jectile ; 2°. les points de la trajectoire. Or , si les pre- 
miers points, ou les seconds considérés entre eux, ad- 
mettent les différences , il est clair que les premiers 
points considérés avec les seconds admettront les va- 
riations, ce qui est conforme à ce que nous avons dit 
dans le chapitre précédent. Cependant, afin de ne pas 
dépasser les limites entre lesquelles doit être restreint 
cet Ouvrage , nous ne considérerons la méthode des 


variations que relativement aux questions de maxumis 
et minimis. 


549. L'intégrale u de U étant une fonction de x, 
nous aurons, en représentant par u’ ce que devient w 
lorsque x augmente de Ax, l'équation 


AS 12 SAT 
u—=u-{f'x ATP Tr — + fx — —etc.......(a) 


[form. (1), art. 3]. 
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Or, si la relation entre x et ÿy était connue, alors 
indiquant dans l'équation y—@(x) une fonction de 
cm fr du 
dx ? dx: 
et par conséquent fx — o ferait connaître l'extrême 
grandeur de w qui serait un n1n1muim Où un maximum , 


forme constante, on aurait fx— 


etc. , 


suivant que la valeur de fx serait positive ou néga- 


tive , (art. 69). Mais lorsque la relation y —@ (x) 
entre y et æ est inconnue , alors la fonction uw n’est 
donnée que par celle U dont elle est l'intégrale , et les 
quantités fx, f’x.... n’étant prises dans ce cas que 
par rapport à A x dont x est supposé augmenter dans 
g(x) , il faut , pour obtenir les caractères d’extrêmes 
grandeurs entre certaines limites de la valeur indéter- 
minée de z en fonctions de la seule variable x, recourir 
à la formule proposée (566). 


b5o. Le théorème de Fan donne 


À y. 204 _ dy Ax dy Ax 
— _ 5 — +etc...(b); 
CERLR & AU a 2 are PEN (@) 

équation qui devant avoir lieu indépendamment des 
valeurs de Az, a encore lieu lorsque Ax—o; donc 


A d 
<= .....0 : 
or, il est évident que si dans l'équation y—@(x), 
@ indiquait une fonction de forme constante, on aurait 
Ay= o lorsque Ax—o; mais à cause de la forme 
variable indiquée par @ , la variable y varie pour une 
même valeur dex, c’est-à-dire, lorsque Ax—o, et 
alors cette variation étant dénotée par dy, l'équation 


ie Re à pc dE di où db Eat en, nd 


ee 
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(c) deviendra 

Le Pa 
Mais lorsque Ax = o, il est clair que dx qui n’est 
autre chose que la représentation de Ax dans cet 
état d’absolue nullité, lui estidentique ; c’est-à-dire, 
que le rapport des Zéros respectivement représentés 
par A x et dx, est l'unité, ce qui réduit l'équation (d) 
à celle dy — dy : cela Re , la formule (a) dans la- 
quelle 1 we premiers termes du second membre 


sont y #3 Y RAT étant mise sous la forme 


x° 


dy 
Y=I + Ax+ f'x je EE — —— + etc.....(e), 


nous en conclurons, Ne la toge des suites, de- 

veloppée à l’article 3 , que chaque quantité représentée 

par fx accentuée , se composant de celle qui la pré- 

cède de la même manière que cette dernière se com- 
A ° / \ 

pose elle - même de celle qui la précède , on aura 


CG) dy 


7 dx°? 


Sy 


A (4 
et de même f”(x) — T5 


P" (x) — 


ge w, etc., donc 


dx 
Fo à’ dy A x 
Y=y+7 Ax ARE 2 & LE + + + etc...(f). 


Cette formule f) x démontrée, on en conclura 
sans peine, que représentant respectivement par 


éal 

dx) ? 

Féentelas) An lorsque x devient x + Ax, on 
REC LE cs é 


f 
..ce que devieunent les coelficiens dif- 
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aura, relativement aux variations de ces quantités; 
ANA " s 
dy y dx dLfAte 
dx #7 uU dx Te Cr DES 6: AO (@) 


etc. d à 
Accentuant U , y, D Ta RÉ 
et y substituant les valeurs de ces quantités accentuées 
déduites des équations (f°), (g), (h)...on aura, après 
les développemens et les réductions nécessaires, l’é- 
SRE 


etc.dans l’équation(566), 


dU, , 2° UMA D? NI QU ASS 

DU de delà dima 
Or, nous observerons que w étant l'intégrale de U 
lorsque y = (x), la quantité @(x) représentant une 
fonction indéterminée de x , elle le sera encore lors- 
qu'on considérera x accrue de sa différence constante 
Azx, donc u— fU'; et mettant à la place deu’ et 
de fU' leurs valeurs respectives [équat. (a) art. 549 et 
équat. (:)], on aura celle 


2 
u+-f'x A x+-f'x + etc. = + 2 A 


qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
Azx, auraencore lieu lorsque Ax— 0, donc u = /fU, 
ce qui est conforme avec l'RepMRee et réduit lé 
quation précédente à celle 


U ‘Ua | 
Prtfr pere /| © a Fa —" ete “és 


s 
£ « 
se laser étant attatt dns 


» 
os a és te lnines rule à 660 SEE SES CR ÈS nn 


ot die. he de Se de de ee CR 


| 
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qui devant avoir lieu indépendamment des valeurs de 
de Aæx, aura encore lieu lorsque Ax —0, donc 


y JU 
Vie Te On démontrera par un raisonnement sem 
F 


blable, que le [TE , et enfin que généralement 


d"U d'u 
LT gum Or, je disqu’ona généralement La, 
LÉ? 
d°?u d'u % rss 
FES EE à Kb. Jam» Ce qu'on pourrait démon- 


trer d’une manière semblable à celle que nous avons 
employée ci-dessus pour parvenir à l'équation (f}, 
mais que nous démontrerons encore plus simplement 
de la manière suivante. Si l'équation (a) de l’article 
549 était considérée par rapport aux différences, on 


dun U dU 
. : — ___ —— , \ d ) d _ 2 . 
aurait fx Ti Te » d’où dFx TJ; > mais nous 
4 oU » ù 74 dU 
venons de trouver que fx =— ES , d'où df’x — es 


donc ésalant les deux valeurs de dfx’, on a l'équation 
D » 


dU—dU qui ne peut exister généralement, celle 
oU , 


fautes ss étant démontrée, qu'en tant que la ca- 
À 


ractéristique d du premier membre se change en celle 


73% d'u 
à des variations, donc fx = —--; et puisque f"x dé- 


dx 
rive de fx comme cette dernière quantité dérivait 
jou 
| ; CEE Je UN 
deu, FL, aura fx = —— sn PTE et ainsi de suite ; 


donc Ju— fou, du=fAU...d"u— farU. 
551. Cela posé, il est clair que le caractère des 
sxtrêmes grandeurs de w étant, comme nous l'avons dit, 
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fx—0o où du = 0 ; il sera aussi indiqué par/dU— 6, 
ou dU— 0 ; ainsi, variant l’équation proposée (566), 
on aura pour caractère des extrêmes grandeurs de w 
l'équation 


SU—A"S) LAS CORRE 


—etc.—o(a). 


Mais A B'dy] — B'ddy+ dB'ày, d'où 
B'dfy = d[B'8y] —dB'dy...... (b) : 
de même C'ddy— d[ C'ddy]—dC'ddy, et dC'ddy 
= d[dC'ày]— dC'ày, donc 
Cdy= d[C'ddy]— ddC'dy]+dC'dy....(c). 

De cette dernière équation on conclura celle D'&Sy 
— d{[D'd’ày] —d[dD'd)y] + d’'D'dd'y ; mais d’D'ddy 
—= d{dD'#y] — dD'dy; donc 
D'ddy = d(D'd9y ]— df dD'ddy ] + df d'D'ây 1 

à xd dD'dy ss se (d) 
et ainsi de suite. Substituant ces valeurs [équat. (b), 
{c), (d)...1] dans l'équation (a) , on aura 

dB; diCT, dD? 


B' dc NE LA 
MT MTS LT etc. % 


dx dx: 
patte Jus (Lo 
He Jo 
- etc. ) - 


donc représentant par À le coeflicient de d'y dans la 
première ligne horizontale, et par @ tout ce qui est 
renfermé entre les accolades sous le lien de d, on aura 

JT 
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JU — dy + da —# ; or dæ étant une différentielle 
exacte, et Ady ne pouvant l'être que pour des va- 
leurs particulières de dy, il s'ensuit. que l'équation 
précédente ne peut avoir généralement lieu qu’en fai- 


sant 
Re a dd pe 


d'où AU— de —0o. Mais du = [AU , ainsi que nous 
l'avons démontré à l’article 550, donc 


du —@œ + e......(g). 
Remettant dans ces équations (f) et (x) , les valeurs 
respectives que représentent À et æ, on aura celles 


= AG _&D' 
A — —— ai pl se SÉPEAC ont (567) 


’ si 
n=C£ TS ete. | + 


_ pu achete. ]#èy + A etc. Ja+ etc+-c. (568). 


L'équation (567) contient la relation nécessaire entre 
x et y pour l'existence de l'extrême grandeur de u, et 
peut d’après cela, comme l’a fait Lagrange, s’appeler 
équation générale da maximum ou minimum. Cette 
équation appartient en géométrie à la ligne qui, parmi 
le nombre infini de celles qui ont pour caractère gé- 
néral la formule (566), satisfait de plus au maximum 
ou minimum entre les limites données. 


552. Quant à l’équation (568), il est aisé de voir 
que celle (567) donnant la relation entre x et y qui 
doit satisfaire à la question , tout sera déterminé dans 
l'équation (568) : or , l'intégrale d'u de JU devant être 
Le: entre les limites données, et du devant étre 
— © entre ces limites, il est clair qu'à la première 
et dernière limite, la différence des valeurs respeCc— 

2, 91 
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tives de du sera nulle ; donc si mous représentons par 


d'u, et du, les valeurs respectives de J'u aux première 
et dernière limites, nous aurons l’équation 


et indiquant d'une manière semblable les quantités qui 
appartiennent respectivement à la première et à lader- 
nière limite, nous aurons d’après l'équation (568), celle 


COCO 
+ [Dee Je-[C. 


— ete. dy. — etC==o.. (570) 


qui s'appelle l'équation des limites. 


. 553. L’équation (567) est la condition d’intégrabilité 
de U pour résoudre la question de maximis ou mi- 
nimis proposée ; mais nous observerons qu'à cause de 
la coexistence des deuxséquations (567) et (568), on 
pourra déduire une autre équation de condition d'in- 
tégrabilité de U pour la solution en question, qui sera 
indépendante de B”. En effet, représentant dansl'équa- 
tion (568) , le coeflicient de dy par P, celui de ddy 
par Q , celuide d’dy par R , etc., on aura 
du = Pdy + © ddy + Rddy + etc Æ c 
Mais, conformément aux équations (b), (c).... de 
l'article 551, on a, 
Qdèy = d(Qdy) — dOdy 
Eddy = d(Rddy)— d(dRIy) + dRdy 
etc. 


donc du (P—dQ+4 d'R —etc.)dy +d{(Q—4R 


- 
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+ etc.)dy+ (R—etc.)ddy + etc. } + c, et remettant 


les valeurs de P, Q, R...il vient 
Wa adG, +, BAD ETES C' 
Su=( M La +- Brin ete. )Ay+4 (CS 


A + etc. }y T = — etc. Jdéy-tetc. le. 


Or, pour que d'u soit —0, ce qui doit avoir lieu dans les 
extrêmes grandeurs de z ,on voit , comme nous l'avons 
* démontré relativement à l'équation (e) de l’article 551, 
qu'on doit avoir 


Bale | SD 


— 


dx dx? 1e “etc = 0 4 .(a). 
C 1D' 
+ enter er + ete. })y 8 
(5 — ete. )asy+ dICu LS 2 (b). 


Différentiant l'équation (a), on a celle 
dB! odC  5&D | 
DENT Ad MES EN TI 
qui étant ajoutée à l’équation (567) , donne celle 
dC'. °4dD' 


A + — ete. = 0 (571), 


qui est l'équation de condition d'intégrabilité de U 
dans l’état de la question proposée. 

554. Nous allons examiner le cas où la formule 
différentielle U ne serait que du premier ordre. Il 
est clair que dans ce-cas là , les termes de l'équation 
(a) (art. 551) affectés de C”, D’...sont tous égaux à 


! Ja 


ce où 


zéro : car si seulement le troisième terme 
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CEy 
dx 2 
tion JU de U serait une formule différentielle du se- 
cond ordre, ce qui ne peut être lorsque U n’est que 
du premier ordre, puisque la variation n'altère en 

rien l’ordre de différentielle. 


( art. 545) existait , il s ’ensuivrait que la varia- 


Il suit de là, que dans le cas où U est une fonction 
différentielle du premier ordre , l'équation de condi- 
tion (571) se réduit à celle 

AO €, Ca)" 


C4 


et l'équation (567) devient a. —0o, d'où 
B’ 


TG... (D), 


en représentant par a une constante. Ainsi cette der- 
nière équation (b) est celle qui satisfait à la question 
du maximum ou minimum de fU. £ 


f 


B ; à , 
555. Puisque -— est égale à une constante @, il 


dx 
est clair qu'aux première et dernière limites, on aura 
D’ B' 
également (= — a, ainsi l'équation aux li- 
S dx dx/à 


mites (570) , se réduira pr le cas présent à celle 


a (dy; — dy:) = 0....,..(572) 
EXEMPLE. Trouver la ligne la plus courte entre 
des termes donnés sur un même plan. 
Quelle que soit la ligne cherchée , nous savons que sa 
Jongueur absolue entre des termes donnés, est l’inté- 


grale de ÿ/dy° + dx* prise entre cesdeux limites [art. 
529 , form. (552) ] ; donc 


UV dy + dx*......(a) 


pos. 
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et fU — fV dy +d= doit être un minimum, ce que 
nous jugeons pouvoir toujours s’obtenir d'aprèsla forme 


ce la valeur de U qui est du premier ordre, et ne 
renfermé pas la variable primitive y (art 554). Variant 


l'équation (a), il vient SU — Me TT — ddy, donc 


— a[équat. (b) art. 554], d'où on 
x? 


tire D — 7 — , et intégrant il vient 
2 


= = + Cie E C0) d 
DST = ET 4 

ce quiest l'équation d’une ligne droite formant avec 
l'axe des abscisses , un angle dont la tangente trigo-. 


4 . a 
nométrique est—— , et dont conséquemment le 
1 — 


sinus est a ; ainsi représentant par & cet angle , l'équa- 
tion aux limites est 


sin & (dy, —dy;)—= 0.......(c) 


féquat. 572] ; or , si les termes donnés entre lesquels 
on doit mener la plus courte ligne possible, étaient 
deux points fixes, alors les ordonnées y, et y, des li- 
mites étant invariables, on aurait dy, — 0 et dy, —0; 
ainsi l'équation des limites (c) seroïit satisfaite. Mais 
dans tous les autres cas , on ne satisfera à l'équation (e) 
des limites, qu'en faisant dy, — dy, = o , ce qui in- 
dique que les droites sur lesquelles sont prises les plus 
courtes distances sont parallèles; ou en faisant sin 4—0, 
d'où 4—0; ce qui indique que les droites successives 
sur lesquelles on prend les plus courtes distances sont 
parallèles à l’axe des abscisses. 
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556. Lorsque les coordonnées y, et y, sont des limites 
déterminées, ainsi que les coefliciens différentiels A 


dy, dy: dy: , 


Eat 2 2." EAN ENRE A 22 ,,.. alors il est clair que les va- 
dzx?, - dx, 2 dir: q 


» 


riations de toutes ces quantités étant nulles, l'équation 
aux limites (570) est satisfaite d’elle-mème sans con- 
dition ; c'est ce que nous avons vu avoir lieu dans 
l'exemple de l’article précédent , lorsque les ordonnées 
des limites sont données , c'est-à-dire lorsqu'il ne faut 
trouver que la plus courte distance entre deux points 
donnés. 4 

Si au contraire aucune des valeurs précédentes cor- 
respondantes aux limites n’était donnée, alors il fau- 
drait égaler dans l'équation (572) chaque coeflicient à 
zéro , ce qui donnerait autant d'équations de condition 
qui devraient être satisfaites en même temps, pour que 
le problème des extrêmes grandeurs pût être résolu. 
Enfin si une partie de ces quantités relatives aux li- 
mites , était donnée soit immédiatement, soit par 
une équation de relation qui existerait entre elles , 
dans le temps que les autres resteraient arbitraires, 
il faudrait réduire le nombre des variations des quan- 


se dy; dy; te 
tités y, Ya) ER Ar El au plus petit nombre pos- 


sible, et égaler à zéro les coefliciens de chacune de 
selles qui restent indéterminées. 
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CHAPITRE I. , 


De la methode des variations dans les ques- 
tions de maxima au minima entre des li- 
mites variables , et enne considérant toujours 
que les fonctions différentielles à deux va- 
riables. 


N OUS n'ayons considéré jusqu’à présent que Les cas 
où les ordonnées des limites sont à des distances fixes 
de l’axe des ordonnées, mais il arrive la plupart du 
temps qu'on est obligé dans les questions d’extrémes 
grandeurs, de faire varier æ en même temps que y. 
Nous allons nous occuper dansce chapitre de ces deux 
variations simultanées. 4 


557. En suivant le calcul des articles 550 et 551, 
il est aisé de voir que si on avait opéré par rapport 
aux différentielles , comme on l’a fait par rapport aux 
variations , qu ensuite on eût représenté par Ÿ le coef- 
ficient de dy dans l'équation (e) de l'article 551, et 
respectivement par Y”, Y”, Y”..….. les coefficiens de dy, 
d?y, d’dy.... entre les accolades et sous le lien de 
la caractéristique générale d , on aurait eu l’équation 


dU—Ydy+d[Y'dy+Y"dy+Y"dy +etc.]...(a), 
dans laquelle dx a été considérée comme. constante 
et dy comme variable, Mais si on- avait opéré en sens 
inverse , e’est-à-dire si on avait considéré dy comme 
constante et dx comme variable, on aurait eu une 


488 _ CALCUL 
équation de la forme dU —Y, dx + dô, dans laquelle 


Y représente un polynome analogue à celui représenté 
par Ÿ dansl'équation (a) , etô représente un polynome 
ordonné par rapport aux ordres de la différentielle 
de x, analogue à celui ordonné par rapport aux ordres 
de la différentielle de y renfermé entre crochets dans 
l'équation (a): Donc si on fait varier simultanément 
y et x dans le sens des différences, on aura 
dU = Ydy+ Y,dx + dæ.....(b), 

en représentant par æ tout le polynome renfermant 
les différentielles de tous les ordres de x et y jusqu à 
celui n de U. Or de l'équation (b), on tire celle 
U— œ —/f Yady + Y,dx), qui ne peut avoir PAGE 
Jement lieu qu’en faisant 


VON TRS LC LOIS 

puisqu'il n’y a que des cas particuliers qui pourraient 
rendre Ydy + Y,dx une formule différentielle exacte. 
Cela posé, la formule (e) de l’article 551 dans laquelle 
on na pas fait varier x, étant mise sous la forme 
dU—=Ydl y + dæ, on aura pour le cas où x seule varie, 
dU—=—Y o dx+ de, à cause de Y,——7Y ÿ 
léquat. (c)]. Donc y et x variant simultanément dans 
le sens des be L d', il viendra l'équation 


U=Y (iy—5 D Be) + d (a+)... . (d) 


mL comme nous l'avons démontré à l'article 551 , re 
pourra généralement satisfaire à l'équation dU—o, 
qui doit avoir lieu pour les extrêmes grandeurs de fU, 
qu'en tant qu'on aura Ÿ —o, ce qui est l’équation 
(567). Ainsi l'équation générale du maximum et du 
minimum est la même, soit qu'on ne fasse varier que 
y, soit qu'on fasse varier simültanément y et x. 


bé” Dr are 


_DE 
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L'équation Y—o réduit celle (d) à l'équation 
dU—d (æ+®), mais du— fAU , donc 


du —=m+e..... (e). 


Comparant l'équation (d) avec celle (e) de l’article 
551, on voit d'abord que Y multipliant seulement dy 


dans l'équation (e)[ art. 551], et multipliant dy dx 
dans le cas où l’on fait varier simultanément x et y, il 
faudra substituer de même dy Li d'x à la place de 
dy dans la valeur de du [équat. (e)]; mais d'un autre 


côté, en effectuant les calculs, on trouve que la va- 
leur de du dans le cas que nous traitons actuellement, 


T 


i à dx . Li 
a augmenté de PUR. donc si nous représentons par 
TL 


F (dy) la valeur de du lorsqu'on ne fait varier que y, 
nous aurons, lorsque nous ferons varier simultanément 
yetx, la valeur de du qui sera F (5— y NH. 

558. Dénotant comme dans le chapitre précédent, les 
quantités qui appartiennent aux première et dernière 
limites, on aura de même l'équation aux limites qui 
sera du, — du, —0; etsi, comme cela arrive souvent, 
les deux limites sont indépendantes l’une de l’autre, 
on aura séparément du, —= o et du, = o. 


EXEMPLE. Trouver la plus courte distance entre 
deux lignes données, et tracées sur un même plan. 

Cet exemple diffère de celui de l’article 555 , en ce 
que nous y supposions que les deux termes entre : 
lesquels il fallait mener la plus courte ligne, étaient 
d’abscisses constantes, tels que deux points ou deux 
droites perpendiculaires à l'axe des x, et qu'ici les 
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deux termes étant deux lignes quelconques, courbes ow 
droites inclinées sur l’axe des x , les abscisses varient 
en même temps; mais puisque dans l’un et l’autre 
cas on a Ÿ — o [équat. (567] , nous en conclurons que 
dans cet exemple, comme dans celui de l’article 555, 
la plus courte distance cherchée est une ligne droite ; 
ainsi nous n’avons à nous occuper que de l'équation 
des limites, et de la manière dont la droite qui est le 
minimum des distances, doit couper les, deux lignes 


données qui la terminent. 
f 


Nous ayons trouvé à l'article 555, que Te = 
dy "RUE 
Vo +)” donc dans le cas où y varierait seule , on 


dy 
aurait du = ——-— d'y Féquat. (570) |; d'où nous 
Varrde y Céquat. (570)] 
conclurons que dans le cas où y et x varient simul- 


tanément, on a DEP De A (2 me ge dx ) 
V'dy*+ dax’ dx 


(art. 557), et faisant les multipli- 


ee 


cations et réductions nécessaires , il viendra 

dyd dxdx 

Re OMR TEE 44 10 4 0ÿ 
V” dy* + dx* 
Celaposé, soient | 
() y ST Cr) Vers VcROD) EE 

les équations des deux lignes qui doivent terminer la 
plus courte distance de l’une à l’autre , et supposons 


de plus qu’elles soient indépendantes l’une de l’autre , 
ce qui donnera pour la première limite [équat. (b)], 


du, = dyidy, + ddr, —o..,.(d): 


d'x V'dÿ + dx° 
RO AE RO 
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or, l'équation (b) étant successivement différentiée et 
variée , donne dy —f" (x)dx et dy=f" (x)dx ; élimi- 


nant f” (x) entre ces deux équations, on a _ =? , 
v 

et à cause que cette équation qu à la pre- 

mière Jimite [équat.(b)] ,on aura D : ainsi la 


=$, 
tangente trigonométrique de Haye que forme la 
tangente de la courbe au point où elle est rencontrée 
par la plus courte distance, étant représentée part, 
on aura 


dY: 
ps Pr. ‘5 (e)}: 


Mais de FAO (d) qui est relative à la-plus courte 
distance, on tire dy —=— ——; donc représentant par 
dx, dy: 
T la tangente trigonométrique de l'angle que forme la 
droite sur laquelle est Be la plus courte distance 
avec l'axe des x , il viendra-— EEE 4 et substi- 
as ares à 
tuant cette valeur dans l'équation (e) , on aura celle 


CÉ  e te CCE ER 


ce qui, comme on lesait, est le caractère des droites 
. perpendiculaires entre elles (Biot, art. 32). 

On démontrerait de même, que représentant par #’ la 
tangente trigonométrique de l'angle que forme la tan- 
gente de la courbe de l'équation (c) au point où elle est 
rencontrée par la ligne de la plus courte distance, 
on à 

TÉ Hi=o..... ‘QE 
donc la droite qui mesure la pluscourte distance entre 
deux lignes données est normale à ces deux lignes, 
et par conséquent les tangentes qui contactent les 
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deux courbes dans les deux points les plus voisins, 
sont parallèles entre elles. ° 


Pour mettre en exécution la recherche de la plus 
courte distance entre deux courbes données , on 
prendra dans leurs équations respectives , la valeur de 


dy 


Je en fonctions d'une seule des deux variables x ouy, 
“+ 


dy 4 | 
on égalera ces deux valeurs de À , ce qui donnera les 


F3 ca 
coordonnées du point de l’une de ces deux courbes, 
par exemple la première, où doit passer la ligne de 
la plus courte distance (*); ensuite on trouvera l’é- 
quation y — T'x + c de cette dernière ligne , soit en 
calculant l'équation de [a normale de la première 
courbe (art. 115), soit en calculant directement 7° par 
le moyen de l'équation (f) , et cherchant la valeur de c 
d'äprès la condition que la droite en question pas:e 
par le point où elle rencontre la première courbe , et 


em 


(*) I semble qu’on ne devrait égaler les valeurs de ji prises dans 
x 


les équations des deux courbes, pour en déduire celles des coor- 
données y et x en quantités constantes, qu’en tant qu’on Consi- 
dérexait un point commun à ces deux courbes, et c’est ce qui 
n'a pas lieu dans ce cas-ci. Mais si on imagine que la courbe 


3. EQG dont la plus courte distance à celle BCD est CF’, se 


meut, de manière que le point F de la première de ees courbes 
glisse le long de FC; il est évident que quand le point F sera 
sur celui C, il n’y aura que ce point de contact entre les deux 
courbes, donc la tangente FI se confondra avec celle CH, et le calcul 
précédent donnera les coordonnées du pointde contact C ; Or ce 
point C qui appartiént à Ja courbe BCD , reste le même , soit que 
la courbe EFG contacte celle BCD), soit qu’elle se trouve àla distance 
dy 
dx 
lés coordonnées du point C le plus voisin de la courbe EQG. 


, | : 
CF ; donc en égalant les deux valeurs de -— on a, dans tous les cas, 
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dont les coordonnées sont déjà déterminées. Combi- 
nant l'équation de la ligne de la plus courte distance 
avec celle de la seconde limite [équat. (c)1, on aura 
les coordonnées du point de cette dernière ligne qui est 
le plus voisin de la première limite. 

Soit, par exemple, proposé de trouver la plus courte 
distance de l’arc de cercle BCD ayant pour équation 
y—=V'1—x", à l'arc de parabole EQG ayant pour 
équation (y— 3) = ; (x—;). De l'équation du cercle 

Dh LE — x 
on tire — ———— ; celle de la parabole donne 
dx V’i—2 
dyfrr 1 
dE VAT — 1) 
l'équation du troisième degré 12x° — 2x° — 1 —0 
1+Ey—$5 
GTS 


égalant ces deux valeurs, on a 


dont les trois racines sontxæ — 0, 5 et x = — 


ces deux racines imaginaires prouvent, ce qui est 
LA « e A . . . , ,: 
évident de soi-même et doit toujours avoir lieu, qu'il 
ne peut y avoir qu'un point de chacune des courbes 
qui satisfasse à la condition du minimum des distances. 
Substituant la valeur réelle de x dans l’une de celles 
d Ta, 1 dy 
de > par exemple la première, on trouve —— ou 


dx”? dx 
1 2 : 
ER na et mettant cette valeur dans l'équation 


Tt+1i=o,on a 7—4/3; donc l'équation de la 
droite des plus courtes distances est y—xy/3+c; 
mais au point C où cette droite rencontre l'arc de 
Cercle," O4 07 0, 0 OÙ ÿ — V/0,75; donc «—0, 
et l’équation de la ligne ACFM est y —xy/3; ce à 
quoi on devait s attendre d'avance , puisqu'étant nor- 
male au cercle, elle doit passer par son centre. Com- 
binant cette dernière équaticn avec celle de la para- 


Fig. 5. 
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Fig. 5. bole pour trouver le point F , ona x—1,4 et x—24; 
La première seule de ces deux valeurs satisfait à la 
question, en donnant l’abscisse du point F de la para— 
bole le plus voisin du cercle ; la séconde valeur de 
x est l’abscisse du point M où la ligne des plus courtes 
distances rencontre la branche supérieure de la pa- 
rabole. 


CHAPITRE IV. 


Extension dela methode des variations dans 
le cas où la fonction différentielle proposée 
est entre trois ou un plus grand nombre de 
de variables. 


55q. FA pour abréger dans l'équation (e) de 
l'article 551 , le coefficient de dy hors du lien de d=Y, 
et représentant respectivement les coefhciens de fy, 
dd'y etc. sous le lien de d, par Ÿ” , Y" etc ; cette équa- 
tion (e) deviendra 


AU = Ydy + d{Y'dy + Y'dd'y + etc:}.....(a), 


et si, comme nous l'avons démontré dans le chapitre 
précédent , x est variable dans le sens caractérisé par 


à ,il faudra substituer dy — ss dx à d'y, et ajouter 
Udx 
DL? d ‘ 

Si, actuellement nous considérons le cas où U est 
fonction des trois variables x, y, z, ainsi que de leurs 


différentielles | en supposant toujours que x varie uni 
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formément dans le sens caractérisé par A; alors la 
valeur de la différentielle proposée pouvant être mise 
sous la forme 

dz 


U—Ay +B AA = +etc. +ar tb 


in ea SEC (O7) 


il est clair qu'en considérant d'abord æ comme inva- 
riable dans le sens caractérisé par à , on aura, par 
des calculs analogues à ceux qui nous ont conduit à 
l'équation (e) de l’article 551, celle 
dU— Ydy + Zdz+ d\Y'dy +Y'ddy +etc. 
+ 2/33 + Z'dd'z + etc. }. SO) :: 

dans laquelle , d’une manière EE aux quantités 
représentées par Y , Y', a ., na 


1e 
L = a ——— arse — etc. 
p b' fr 
= rm La etc 
PARA 
LL Ta etc 


En examinant l’équation (b), il est aisé de voir que 
la quantité Yd'y + Zdz ne pouvant être une différence 
exacte tant que dy et dZ ont des valeurs arbitraires, 
doit être nulle d’elle-même ; on aura donc 


Ydy + Zdz = 0...... (574), 
ce qui est l'équation générale des maximis et mi 
nimis. 
560. S’il n y a aucune relation donnée entre y et 
Z pour une même valeur dex, alors leurs variations 
dy et 93 étant indépendantes entre elles, il faudra 


4362 CALCUL 
pour satisfaire à l'équation (574), faire séparément 


oet. A0 haine (07)), 


et ces deux équations entre æ, y ,Z serviront à trouver 
les valeurs de y et z en fonctions de x qui satisfont 
à la question de maximum ou minimum proposée. 


561. Mais si par les conditions du problème, on a 
entre les trois variables x , y, z une équation 


Fr, y, 2)—=0...1 400 (a), 

alors, en supposant toujours x invariable dans le sens 
d, il faudra varier l'équation (a) par rapportà y 
et z, et substituer le rapport qu'on en déduira dedy 
à dz dans l’équation aux extrêmes grandeurs (574), 
ce qui donnera une équation sans variations qui, com 
binée avec l'équation (a), donnera les valeurs de y et 
z en fonctions de x. Ainsi en représentant par FO) Je 
coefficient de dy lorsqu'on a varié l'équation (a) par 
rapport à y seule, et par F® le cbefficient de àz 
dans la variation partielle de (a) par rapport à 3, on 
aura l'équation FOdy +F@dz— 0; et éliminant entre 
cette équation et celle (574) la quantité Se il vien- 
dra l'équation 


YFG@)— ZFO) —o.......(576), 


qui , combinée avec celle (a) , donnerales valeurs res— 
pectives de y et z en fonctions de x. 


562. L’équation (574) réduit le second membre de 
celle (b) de l’article 559 à la seule quantité qüi est 
“entièrementsous lelien de d ; donc à cause de du fdU 
(art. 550), on aura 


du = Y dy + Y'ddy + etc. +222 + Z'ddz 


+ etc......(577). 
Mais 


\ 
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Mais ici, comme à l'article 552, on prouvera que l’é- 
quation aux limites doit être du, — du, —0 [éq. 569]; 
donc dénotant de même qu'à l'article cité, les quantités 
appartenantes aux première et dernière limites de l’ex- 
trême grandeur cherchée, on aura pour équation aux 
limites , 
Yidyi+Y ddy,+etc.+2id2:+2;ddz,+ etc. — 
Yidys—Y dd ys—etc.—2,d2,-2,d0z,—etc.—0..(578). 
563. En supposant actuellement que x varie aussi 
dans le sens de à , nous démontrerions de même que 
nous l’ayons fait à l’article 557, qu'il faut substituer 


dans l'équation (574) les quantités dy — dx et 


LP dx à la place des respectives d'y et dz, ce 


qui donne dans ce cas-là, pour équation des extrêmes 
grandeurs celle 


d 
Y (y —Ÿ 5) +2(0: 7 0x F0 110), 


à laquelle on ne pourra satisfaire s’il n’y a aucune 
relation donnée entre y et z, que par le moyen des 
équations (575) ; ainsi dans ce cas-là , la variation de 
x dans le sens caractérisé par d', n'influe enrien sur Ja 
quantité d'extrême grandeur qui satisfait à la ques- 
tion. 

De même s'il ÿ a entre les trois variables, lé 
quation F(x, y,z)—o, celle-ci étant successive- 
ment différentiée et variée , donne 

F:dx + F'dy + F‘dz — 0........(b) 

FGDx + FOd'y HFE)z —o..... (c), 
eureprésentant par F*dx ,F’dy, F’dz les différentielles 
partielles effectuées de F (x, y, 2) Ne FGdx , 

2, d EL 
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FOy, F@92z les variations partielles efFectuées de la 
mème quantité. Mais il est évident que l'algorithme 
du calcul des variations étant le même que celui des 
différences , les coefficiens de dx, dy et dz dans 
l'équation (b), seront respectivement identiques avec 
ceux de dx, dy et dz dans l'équation (c) ; donc éli- 
-minant F*—F® entre les deux équations précédentes, 
on aura celle 


FO (5 — D dx +- F2 — Er) = 0; 


et éliminant entre cette dernière équation et celle (a), 
dy 

dy — = dr 

UT dE 

la quantité k pe 

APP 2" 


(576) : donc , soit que x varie ou ne varie pas, on 
aura toujours la même quantité d'extrême grandeur qui 
satisfera à la question ; ainsi la variation de x dans le 
sens caractérisé par à, n'influe que sur l'équation aux 
limites. 

564. Pour faire une application de cette théorie, 
proposons-nous de trouver la plus courte distance 
entre deux termes placés dans l'espace. 


, On retrouyera l'équation 


dx 


Nous avons vu à l’article 531 que la longueur ab- 
solue d’une ligne dans l’espace est /V/dx°+-dy° dr, 
ainsi, d'après l’état de la question , cette quantité que 
suivänt la notation actuelle nous représentons par u 
ou fU, doit être un minimum. | 

Variant l'équation U — V’dx + dy* + dz°, en con- 


sidérant d’abord x comme invariable dans le sens ca- 


| __ dyddy+ dzd$ 
ractérisé par à, on a dU— HIT ; mais 
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dyd)y=d(dyày)—dy d'y et dzddz=—d(dzdz)—d2d°z 


donc 


dydy—Szd'z df dydy + didz } 


SU—— & + RL... (a); 
ce qui donne pour l'équation générale du minimum 
d° d°z 
-èy +- = o....(b) [ form. (574). 


Ainsi en supposant qu'il n’y a aucune équation de 
relation entre æ, y et z, on satisfait à l'équation (a) 


"12 


en faisant dy o et TE o [équat.(575)], d'où 


dy = 0 et dz—o, et intégrant il vient les deux 
équations 


{y—ax+b et 2=ax+b"}.....,.(c), 
en représentant jar a, b, a’, b'.des constantes in- 
déterminées : donc la plus courte distance demandée 
est une ligne droite. 
L'équation des limites déduite de l'équation (a) est 


dydy;+dzdz—(dy, dy: +dz,d7, )=0...(d)[équat. (5:8)], 
et si ces deux limites sont indépendantes l'une de 
l’autre, on aura séparément 


du, ==0 et dus =—=0 ; Où. dyid'y: + dz,0 2, — 0 *,., .(e) 
et  dydy, +dz,0% =o..... (f). 


Ces équations se vérifient d’elles-mêmes , si les deux 
points entre lesquels on veut mener la plus courte 
distance sont fixes et déterminés, puisqu’à ces points 
on a les variations de leurs coordonnées y et 3 nniles. 
Mais si les limites de la plus courte distance 
sont des ligues courbes données, alors il est clair 
,»" L LL = 
qu'il faudra faire varier en même temps x, y, z ce 
5 
Lg < 
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qui n'influera en rien sur les équations (c) (art 563) 
et n'influera que sur les équations des limites(e), (f). 
Pour avoir dans ce cas-là ces équations, considérons 


dydy = dzdz 


celle d'u — dans laquelleil faudra, comme 


nous l'avons dit SN , substituer à dyet dz 


2 dy dz 
les quantités respectives dy 2e dx , dZ — TE dx et 


ajouter , Ce quidonnera, toutes réductions faites, 


dx 
dydy + dzdz + drdx 
Qu = II TLT tu mn 
U 
Jes limites comme indépendantes l’une de l’autre , on 
aura, après avoir divisé par dx, les deux équations 


; ainsi considérant toujours 


dy: dz, 7 ms Ù 
1ys d Yi + ra My — XL, —=0...... . (2) 
dy: dza “2e 

Hi. Do Mérite O... nr ARE .(h). 


- Or, ne nous occupant que de la première de ces 
équations , car ce que nous dirons pour la première 
limite a également A pour la seconde ; nous obser- 


de et — 


Zr . 
verons que sont respectivement les tan- 
q dx, + ê P 


gentes trigonométriques des angles que forment avec 
l'axe des x, les projections de la plus courte distance 
sur les plans des xy et des xz; donc représentant la 
tangente du premier de ces angles par 7}, et celle du 
second par 7”, l'équation (g) deviendra 

Ty, + T'dz. — dx —0.....(i); 


cela posé , représentant par 


{y=f@) et 2=f/ 0}... 


les équations de là première limite ,.et opérant suc- 
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cessivement par voie de différentiation et de variation 
sur ces deux équations, comme nous l'avons fait sur 


l'équation ne de l’article 558 , il viendra 


dz, : 
{5 a da et _ dx, =— Fo) dr VD. 
. d ‘4 . 
Mais"? et id représentent respectivement dans 
Le TR dx, 


ces deux équations, les tangentes trigonométriques des 
angles formés avec l’axe des x par les projections de 
la tangente à la première limite sur le plan des yx 
et des xz ; donc représentant par { la première tangente 
trigonométrique, et par #’ la seconde, les équations (2) 
se réduiront à celles 
Cp nr Met oz} ta LE En), 
danslesquelles il est évident que dy,, dz, et dx, sont 
des variations respectivement identiques avec celles 
dénotées de même dans l'équation (:), puisque lés coor- 
données de la plus courte distance et de la première 
limite, étant identiques au point où la première de ces 
lignes rencontre la seconde, il est clair qu’à un autre 
point de la première limite où elle sera rencontrée par 
une ligne de plus courte distance qui est une varia- 
tion de la première, les coordonnées ÿ,, z, et x, du 
premier point auront éprouvé les mêmes variations 
d'y, dz, et d'x, : nous pouvons donc, d’après cela, subs- 
tituer les valeurs de dy, et dz, données par .les équa- 
tions (m) dans l'équation (1), ce qui donnera celle 
(TI+ TV +i)dx, —=0o... 
laquelle devant avoir lieu indépendamment de la va- 
leur de fx, , ne peut être généralement satisfaite qu’en 
faisant 
LEP ALLO: 
équation qui, comme on le sait, est le caractère de 
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la perpendicularité de deux droites qui se rencontrent 
dans l'espace ( Biot, art. 45), donc la ligne des plus 
courtes distances est perpendiculaire à la tangente de 
la première limite : on démontrera exactement de 
même , qu'elle est aussi perpendiculaire à la seconde 
limite. Donc généralement la plus courte distance 
entre deux lignes quelconques dans l’espace, est la 
droite qui coupe à angles droits ces deux lignes. 

Si on enveloppe ces limites par des,surfaces , et qu’on 
Fasse passer des plans par les deux tangentes que nous 
avous considérées , il est clair que ces deux plans, 
perpendiculaires sur une même droite, seront pa- 
rallèles entre eux : donc la plus courte ETAPE entre 
deux surfaces, est égale à la distance des deux plans 
respectivement tangens à ces deux surfaces, qui sont 
parallèles entre eux. 


565. Ces premiers principes du calcul des variations; 
que j'ai rendus les plus simples possibles, étant bien 
médités et entendus par le lecteur, il pourra lire 

c fruit les ouvrages de Lagrange sur cette branche 
d'analyse que les bornes de cet Ouvrage m'empéchent 
de poursuivre plus loin. Je finirai seulement par ob- 
server que la seule comparaison des équations (568), 
dans le cas de deux variables , et (277) dans le cas 
de trois variables, fait aisément avoir la forme des 
équations analogues pour un plus grand nombre de 
variables, et par conséquent ce que doivent être les 
équations générales des extrêmes grandeurs , et des 
limites pour un nombre quelconque de variables. 
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SECTION VIT. 


Calcul intégral aux différences , et 
application de ce calcul à celui de 
la sommation des séries. 


CHAPITRE I". 


Regles fondamentales et intégration « des fonc- 
tions aux differences du pl ‘emier ordre alge- 
briques ettranscendantes aune seule var ns 


566. de calcul doft nous allons nous occuper , et 
qui s'appelle aussi Calcul inverse des différences , est, 
relativement à celui aux différences, ce qu'est le Calcul 
intégral proprement dit , relativement au Calcul dif- 
férentiel , c'est-à-dire qu'il a pour objet de remonter 
des différences aux quantités primitives, ainsi AX étant 
la différence d'une fonction quelconque variable , son 
intégrale est X. 

567. On se sert pour indiquer l'intégration aux 
différences de la lettre caractéristique *; ainsi ZAX = X. 
Quelquefois la formule qui est sous le lien de Z ne 
renferme pas lacaractéristiqueA, mais elle y est sous 
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entendue. Par exemple, ZX doit être prise comme 
l'intégrale d’une quantité dont la différence est X, 
c’est-à-dire qui s'accroît de X lorsque x, dont X est 
une fonction, augmente de sa différence Ar. 


568. De ce que les constantes combinées par voie 
d’addition ou de soustraction avec les variables, dis- 
paraissent lorsqu'on prend la différence d'une fonction 
variable (art 7), il suit évidemment que l'intégration 
aux différences d’une formule , admet , comme dans 
le Calcul intégral aux différentielles , des constantes 
arbitraires qu’on détermine ensuite d’après certaines 
conditions de la question qui a donné lieu à cescalculs. 


56q. Puisque A(AX)— AAX , on en conclura que 
SAAX — AYAX , et que conséquemment lorsque la 
formule aux différences qu'on veut intégrer a un 
facteur constant , on peut passer ce facteur en avant 
du signe d'intégration. 


57o. Représentant par X , Y , Z des fonctions mo- 
nomes de variables, on sait que A(X+Y+7Z) 
—AXHAYHAZ ; donc E(AX-HAYHAZ)=X+Y +7 : 
mais X —XZAX , Y=—SAY, Ze AZ ; donc E(AX 
+ AY + AZ) —SAX +YAY + SAZ ; d'où nous con- 
clurons que l'intégrale d'un polynome , est égale a la 
somme des intégrales de chaque terme. 


571. Otant la caractéristique À du premier membre de 
l'équation (63)[ art 178 |, mettant celle Z en ayant du se- 
cond membre, et divisant l’équation résultantepar a, (art. 


569), onacelle x"— z] ma IA da 1) 2x2 A xt 


FY 


. 20 
rant Ax comme une quantité constante , il viendra, 


— | mr 2 ï ° J! 
MAGIE 1) En LS TAC le ete. | ; et considé- 
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d'après ce qui a été dit dans les deux articles pré- 
cédens, 

(m— 1) 


m 
"= mATEXMTt SEE ET AT CCE 


m(m—1)(m— 92 
+- LT Un AxŸEx"3 LE etc. 
2 1 
Faisant successivement dans cette dernière équation 
m—=1, 9,3, 4%%on a celles: 


A es Des 
x? —9AxSx + Ar°Yx° 
x° —3ATSr LE 5AxEx + Ar Sr 
dt = AAXERXS + GAx°Ex? + 4ALŸE x + AxfEx® 

etc. | 
Prenant dans chacune de ces équations , à partir de la 
première , la valeurde l'intégrale de la plus haute puis- 
sance de x , et y substituant les valeurs des intégrales 
des puissances inférieures de x qui résultent successi- 
vement deséquations qui précèdent celle pour laquelle 
on opère, on aura les formules suivantes: 


zx 
HS. 2 
ete Ax 
x? 4» 
D nr — — 
# 2AX 2 
x° x?  2ÂA%x 
LV que > 5 | 
2Æ T7 3Ax 2 + 6 +... (2709 


DAS LS — 


AAx 2 4 
ne. ae FE x°Ax xAcÿ 
5Ax 2 4) 5.6 
ete: 


Au reste, on peut trouver directement la valeur de 
2x" par le moyen des coefliciens indéterminés ; en 
effet, soit 
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2x" AciL Bar Cam etc.. ;..(a).- 

A, B, C... étant des quantités constantes indéter- 
minées: Prenant la différence de cette équation, ül 
vient x" — AAzmti LD BArzm+2 LL CAxm+S L etc. , et 
efFectuant les développemens des différences partielles, 
par le moyen de la formule (63), on aura une équa- 
tion aux différences du premier ordre qui , devant avoir 
lien indépendamment des valeurs de x, donnera en 
même temps autant d'équations que de quantités in— 
déterminées , d’où on déduira la loi suivant laquelle 
toutes ces quantités se lient entre elles, de maniere 


qu'à partir de la valeur de À — ; on dé“ 


l 
(m+41)Ax 
duira successivement d’après cette loi, les valeurs de B, 
€, D..,., et les substituant ensuite dans l'équation 
(a) , on aura généralément 
PE mo DA. es Le me sauEe 

(m+i})}Ax 2 2,9; 0 
_im(m—1)(m—2)Ax À 


AMEL ATBTE —3 
6 D 040 
DEC seen AT us 


LIN: ND ir RU 


6 m(m—i1)...(m— Gaz. 


10 ST TEE g We 
5 m(m—1)...(m—8)A28 . (580). 
6 5 | TS PAT an : 
__6gi m(m—1)...(m—10)Ar" 
210 GRAS RAI 13 mx 
35 m(m—1)...(m—19)Axr® 
ETS MATE 
. 6617m(m—1)..(m—14)Axs 
30 AS SL RON 7 TER 


etc. 
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EXEMPLE. Jntégrer le polynome 


en prenant la différence constante Ax = 1. 

Représentant par X le polynome (b), on a EX—a=x* 
—bSx+esx°, et substituant les valeurs de >x°, 
x et Zx° données par les équations de la table (579), 
il vient 


EX af + 7 +] +const.…. 


572. Proposons-nousmaintenant d'intégrer la formule 
x(x+Ax)(x + 2Axr)(x p" 3Azx)...(x<+nAx)....(a). 
Pour parvenir à cette intégr ation, soit fait 

= (x + a)(x +Ha+ Ax)(x Ha + 2Ax)...[x + a 
+ (n+i1)Ax]....... COPA 


et prenons la différence de cette formule , ce qui nous 
donnera Ay ou 


(c). 


Al (x+a)(x+a+Ax)(x+at2dr)...., [rat (n41)Ax]} 


—(xHat-Ax)(xtat2Ax)(x+a+3Azx)...[x+a 
+(n4-2)Ax]—(a-+a) (aa) (+8 + 245) 
[x + a+ (n+i)Ax (x +a+Ax)(x+a+-2Ax) 
…[x+at(n+r)Ax] (n+42)Ax....... (c). 
Faisant pour abréger a ÆAx=— p, divisant par (7+-2)Ax 
et intégrant, on à 
E(&+p)(x+p+Ar)(x+p+24x)..(x4p+nAz) 
=(x+p—Ax)(x+p)(x+p+Ax)(x+p+24x)… 
.…(x+p+nAx) :(n+2)Ax—+ const...... (d). 
Soit actuellement Ax=——a, d'où p=o, ce qui ré- 
duira l'équation précédente à celle que nous voulions 
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obtenir 
Zx(x+-Ar)(x+24x).….(xHnAr)=(x—Ax)x(x+Ax) 
(x+2A7x).....(x+nAx):(n+2)Ax+ const....(581). 
573. Faisant a = 0 d'oùp=—Ax, l'équation (d) de 
l’article précédent se réduira à celle 
Z(x+Ar)(x+02Ax)...(x+4nAx)=x(x+Ax)... 
...[x+(n4)Ax]:(14-2)Ax + const..... (582). 
I] est aisé de voir que cette dernière formule peut se 
déduire immédiatement de celle (581), en mettant 
dans cette dernière x +Ax à la place de x 
574. Pour intégrer la formule. .....t....... Re 
1 
x(x+Ax) (x +oAr)..,..... (x + nAx) 
1 
AE (x + a) (x +a+Ax)..... (x+a+nAx)" 
prenant la difference de cette dernière équation, 
nous aurons, toutes réductions faites, 


, nous ferons 


— NAT à 
Th(Hét a)(x+Ha+Ax)...(x+a+nûx)" 
divisant cette dernière équation par — nAz , intégrant , 
mettant à la place de ÿ sa valeur et faisanta= o, 
il vient 
—= const. 


ETES + Ax)( x + Ks Ro l (x + nAx) 


no Éaro eme li. 


575. Nous’ nous proposerons encore d'intégrer la 
formule 
1 


(+ aAx)(x + Az) (x +cAr) etc." (), : 
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dans laquelle a, b, c...représentent des nombres en- 
tiers, positifs et inégaux entre eux. 

Soit supposé que a est la plus petite des quantités 
constantes a ,b ,c... , et faisons z=x + aAx, d'où 


Az x et z—=2—aûx...,..(b); 


substituant cette valeur de x dans Îa formule pro- 

posée (a), et faisant pour abréger b—a—= «, 

c—a—= b"...,on aura à intégrer la transformée 
Va" "à 


2(2 + a'Az)(2+b'Az)etc. """"" @). 


Pour parvenir à cette intégration, il faut dépécer 

la fraction (c) en autant d’autres fractions de la forme 
À 

z(z+a'Az)” z(2+-b'Az) 

nomes dans le dénominateur de la fraction qu'on dé- 

compose (voyez le dix-septième chapitre de l'Algèbre); 

ainsi toute la difliculté se réduit à l'intégration d’une 


etc. qu’il y a de facteurs bi- 


suite de fractions de la forme —— 
2(Z + a'Az) 
Ecrivant cette dernière fraction ainsi qu'il suit 
a’ Az 
IRD SANT NN 
a Az z (z+- a Az) 


traction du facteur constant — Az que nous restitue 
a 


et faisant pour le moment abs- 


rons à l'intégrale , posons l'équation 
à 
a'Az  _M + M 
z(z+a Az) 2 -2+aAz 
donc substituant ces valeurs dans l'équation précé- 


‘dente et intégrant , on aura 


a'Az 1 s 1 
———— — pu D) Fins Vire CE D) d > 
: 3(z+a'A2) a 4+a'àz (@) 


d'où M = 1 et N—=—1 ; 
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Or, Témarquons Qué représentant un nombre entier 
1 1 1 


et positif, ÉRCS 2+-mAz 2 + (nL)Az T3 EmAz? 


donc 
1 1 1 
© ——@——— = ———— + EE ——; 
Eux (m+4-1)Az  z+mAz RE z+maAz ”? 


faisant successivement dans cette équation m —=0 ,1, 
2,3,...a—1, il viendra 


1 1 1 à 
= nn 
ZH-AZ 2Z Z 
1 1 


Re 1 L 1 
ne _ 2+A3 He ZHAz  24+Az th 2 Br 


1 1 1 1 1 1 1 
À A PONS PA RL HAN DEEP L'UNT UE, fes 
FPT z2Az Lot cie 3 Ni 2 A3 71à ns 2 


ere 0 0 0. e + € 


1 1 1 1 1 
2 — ee CR TT PES OR ET Sr 107 PR ONE Pr | Z- < 
Zz-+a'Az 2 up M OR 24-213 Mets 34 4° 
prenant dans cette dernière équation la valeur de 
L 1 
= —%5 —— ,]a substituant dans l'équation (d 
ne z+d Az? q (a); 


A 
et multipliant les deux membres par “rRr > ON A 
a 23Z 


A A 1 1 
2 { ; À GR . 
3 (z-+a'Az) a Az Q Z+Az 3+2A2 


" 1 
mr | + const. 
Mais 3 — x + aAx | équat. (b)] eta’— b — a ; donc 
(x+aAx) (x+-bAx) (b—a)lx+aAx  x+(a+i)Ar 
dé 1 


PE Ltapad)Ac + PS ET - CONS... 0. .(e). 
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Mettant respectivement.B et c à la place de A et b dans 
B 

et ainsi de suite. Toutes ces intégrales réunies donne- 

ront celle de la formule proposée (a). 


l'équation (e), onaura l'intégrale de 


576. Proposons-nous enfin d'intégrer la formule 


A+ Bzx 5 
x (x+aAr) (x+bAx)..... (x+pAx) (x+qAx) (a), 


dans laquelle A et B sont des quantités constantes 
quelconques déterminées , et a, b...p,q des nombres 
entiers et positifs. 


Représentant par M une quantité constante indéter- 
minée , écrivons la proposée (a) en ajoutant et retran— 
chant en même temps la fraction 


M 

x (x+aûx) (x+bAx)....,(x+pAx)? 
ensuite réduisons les deux premiers termes de ce tri- 
nôme au même dénominateur , en multipliant M par 
x + qAzx;et, pour abréger, représentons le dernier 
terme de ce trinome qui est la fraction en même temps 
ajoutée et retranchée , par X , ce qui donnera la 
formule 

A+MgqAx 

(B+4+M) [= or Pa TANT TE 
x(xaAr)(x+bAx)..(x+pAr)(x+qAx) 
Or, puisque M est une quantité constante indétermi- 
A+MyAz 

B+M 

quelconque des facteurs binomes du dénominateur, 
excepté le dernier, car alors M disparaïîtrait. Soit donc. 


STAR 


née, on peut égaler au second terme d’un 
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A+ Max 
B+M 

_! A—abBAr r 
Ada an nil DO 
Cette valeur de M étant actuellement déterminée ; 


représentons par C la quantité constante déterminée 
B + M; ainsi nous aurons à intégrer le polynome 


fait, par exemple, — ax, d'où on tire 


C 
(x + aAx) (x + bAx)....(x + Fr 


n aCAx (à), 
x(x+aAx) (x+bax). (+4) ER : 
dont les trois termes s’intègrent par la méthode en- 
seignée dans l’article précedent. 
Passons maintenant à l'intégration des quantités ex- 
ponentielles. 


577. Nous ayons démontré à l’art. 82 l'équation 


A.a® = a (a#*—1}),.....(70); 


AROS 


d'où on tire a — , et intégrant , il vient 


Sn sn À + const..... (584). 


at) 

578. Mais plus généralement, proposons-nous d'in- 
tégrer x'a®. On a 

AND eee (x+Arÿrara T7 — LE LITE 


AG A) x"—aïaTAx?.... 


A x 


nr iara 2 *Ax + 
+. apart m aa Es, 


Prenant dans cette équation la valeur de x'a°, di- 
visant 
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visant par a%*— 1 et intégrant, il vient 


za? air Ar 


_—…——. ccm 


DEL ) 


Sr'a"== : 
at] QE 


n(n—1 
+ ED ax Gras ar 3er | NT (585). 
Faisant successivement n —1,2,3..... , et substi- 


tuant à la place de Za” sa valeur Patrie (584), art. 
577],ona 


AT 
at Cr de à 
3 (xa)= | rx — a] 
ai SN 
x?a a atAx 
ECC — + 2 | 22 (209 +- +- | 
AM 
& 1 a — 1] 


x°a? aTAzx 
LE n° D — Pat LS [8 (x°a*)+3AxE(xa") 
a *—] 
LA 
' "ia a De. 


D'où l'on voit que par des simples substitutions, on 
parviendra aisément à avoir l'intégrale de x'a”, quelle 
que soit la valeur entière et positive de n. 


etc. 


; x" 
573. Pour intégrer la formule — , nous commence- 

«. a? 
rons par prendre sa différence, ce qui nous donnera 


af = Cr de x" “à ". TRE 


a? ‘ aæa2T ata°T 

Fr: La DHEA LT TV 
PRES FÉES RS AT: à 7 - . . + cn tn FU MIRE EL 

- a*aiT aa? a 


Prenant dans cette équation la valeur de =, divi- 


2, ” 33 


(586). 
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1—a2? " , À 
sant les deux membres par ———— et intégrant, il 
aie 


One) 4 
Des D (587). 


Faisant successivement dans cette équationm=—o, 1, 
2,3...., on forme la table suivante, 


1 remets, 
Ce = eee (> -) (588) 
aix 2 
DORE CEE 


, à \ » . TL 
d’où on tirera sans peine les valeurs de 2 — 
a 


vient 


D 


va 


LLC 
2 
Œ 


? 
dégagés du signe de sommation , par le moyen de simples 
substitutions successives. 


580. Combinant ensemble les équations (73) et (74) 
Cart. 86 et 87], on a les deux équations 

sin z ——7[ A sin x cot + AxA cos x] de LG) 

cosxæx—  +[AsinxcotiAx—Acos x1...(b). 
Intégrant l'équation (a), on a 
Zsin æ——7}[sinx + cosx coti Ax] 

1 [sin x sin + Ar cos x cos l Ar ] 

sin + AZ ‘ 


— 


et finalement 
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tes à 
E sin x = Const. — eo y, (589). 
L'intégration de l'équation (b) donne Z cos x = 
2 (sin x cot 5 mo Ge ou 
sin(x—;,Ax) 


= C stétix 
Z cos x — SV HE SC + con Ggo)- 


581. Plus généralement, on pourra obtenir louis, 
grales de x" sin æ et x" cos x en combinant ensemble 
les équations (78) et (79) [ art. go], afin d’en déduire 
les valeurs de x’ sin æ et x” cos x; ensuite faisant suc= 
cessiyement 7—0,1,2,9...,etintégrant, on aura 
pour z = 0 les PAL EAUS (589) et (590). Faisant 7n— 1, 
on aura par l'intégration, les valeurs de 2x sin x et 
Zx cos x , renfermant =E sin x et E cos æ. Faisant 1—9, 
on aura en intégrant, les valeurs de Zx* sin x et Zx°cosx, 
dans lesquelles se trouveront £ sinx, Zcosx, Exsinx, 
Zx cos x. Enfin généralement pour l’exposant 7 , on 
aura les valeurs de 2x" sin x, Ex" cos x, renfermant 
les intégrales 2x"! sin x, Ex" cos x, Ext sin Te: 
Ba licesæ.,A.2sinæ;, S cos x ; donc par des ENT 
tutions successives , on obtiendra les intégrales deman- 
dées de x" sin x et x" cos x. T'ous ces calculs n’offrent 
aucune difficulté , mais sont trop longs pour être placés 
ici. Nous ne nous arrêterons pas de même.aux intégrales 
des autres lignes trigonométriques, qui se déduisent aisé- 
ment de celles des sinus et cosinus, et finirons ce cha- 
pitre par les intégrations de x et /x* (*) que nous 
rencontrerons encore dans le chapitre suivant. 


582. On a Al (x— Ax) = /x — [ (x — Ar); done 
Zlx — 1(x — Ar) + E/(x— Ax); d'où il est, ais 


(*) El fant faire attention que /x* exprime le logarithme de la 
puissance x de x, et non pas la puissance x de /x. 


.: 53, , 
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de conclure qu’on a également 
El(x— Ar) —1(x—20x) + 51(x—90x) 
zl (x—2Ax) = [(x—3Ax) + =/(x—3Ax) 
etc. 


Donc par des substitutions continues, en remontant 
jusqu’à la valeur de £/x, on aura 


2x —1(x — Ar) + (x — 2Ax) + [(x —3Ax)..... 


.:.+/Ax + le, 
en représentant par c une constante arbitraire, d’où 
Slx — (x — Ax)(x —2Ax)...Ax.c]..,.(bagi), 


ce qui est l'intégrale complète demandée. 

585. De l'équation A(x—Axr) TX — Jr 
— Ü(x— Ax)*TÉT on tire celle £x7—=/(x—Ax)"—A% 
+ 3/(x — Ar) 4%; d'où il est aisé de conclure qu’on 
a généralement Z/[ x—(n—1)Ax]*7( —1)Ax 
= l{x—nAr 4% sx nAx}" "8%; donc 
faisant successivement n—1,2, 3...n, on aura une 
suite d'équations qui, par des substitutions successives 


en remontant jusqu'à la valeur de %/x*, donneront 
l'intégrale demandée 


en" êis ee 0182 


AE PRE (592). 


eu 
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CHAPITRE IT. 


De l'intégration des équations lineaires aux 
di lifférences Jinies d'un ordre quelconque et 
a une seule variable. 


584. Fée par fx et x des fonctions 
quelconques de la variable x , l'équation 

afx + bA.fx+- c.fx... gr. fr PAR (000), 
dans laquelle fx et ses différences de tous les ordres 
ne sont élevées qu'à la première puissance , s'appelle 
équation linéaire aux différences de l’ordre n. 

Si nous parvenons à déduire de l'équation précé- 
dente, la valeur de fx délivrée de différences , il est 
clair que l'opération que nous aurons faite, équivaudra 
à uné intégration de l’ordre n ; et à cause que chaque 
intégration exige une constante, at est évident que dans 
Kdbon finale délivrée de At “différence Az , il 
devra y avoir x constantes arbitraires, dont, à l’ordi- 
naire, nous déterminerons les valeurs d'après la nature 
de la question qui aura donné lieu à ces calcul, 
lorsqu'ils auront un ohjet d'application. 

585. Supposant pour plus de simplicité Ax=1 , et 
représentant généralement par f(x + 7) ce que de- 
vient f(x + n — 1) lorsqu'on y substitue x + 1 à la 
place de x, il est clair qu'on aura 


A.fx =f(x+1)—fx 

A. fx =A.f(x+1) —A.fx=f(x+e2)—of(x+i)+ fx, 
A,fr =Af(x+2)—04.f(x+i)+Afx= f(x +3) 
— 3f (x + 2) + 3f(x+ 1) —fx: 
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on trouvera de même 
A fa f(x +4)—4f (243) +6f(x+2)—4f (x +1) + fx: 


enfin on a généralement 


27. A SC ee (x+n—2) 
— 2 fee +n 9. 2 fe: 


Le signe de s lorsque 7x est un nombre pair, le 
signe négatif dans le cas contraire. ü 

 Substituant ces valeurs de A.fx, A.*fx...A".fx da 
non (593), et faisant pour abréger 


A—a—b +o—d..,+q 


> Rob Lu nn—1})...3 
C—=c 3d see. e'eus bre AS 3....(n—2) 7 

Fi n(n—1)...4 
LEP E AO NEER PORAE CPR MATE; È 


es ee Mer see scott eee e ge e ve a € 


on aura l'équation 


Afx + Bf(x + 1) + Cflx + 2) + Df(x +3)... 
+ Qf(x+n)—=X..... (595) ; 

qui est la même que celle (593), en supposant que 
la variable x varie de la quantité constante Ax — 1. 

’après cela nous nommerons équations linéaires aux 
différences, toutes celles où il entrera les quantités 
Tee fG + 1), f(x + 2) etc., élevées seulement an 
premier degré, et nous nous | proposerons d'intégrer 
cette démon € c'est-à-dire d’en déduire une valeur 
de fx, telle qu’en y substituant successivement x+1, 
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m+o...(#+n) à la place de x, lés quantitésfr, 
f(æ<+1)...f(x + n) satisfassent à l'équation (595). 


Pour parvenir à ce but de nos recherches, soit fait 


en représentant respectivement par a et@x, une cons- 
tante indéterminée et une fonction indéterminée de 
æ , que nous chercherons à déterminer d’après la con- 
dition qué la valeur de fx donnéé par l'équation (a), 
satisfasse à celle (595). 

Mettant successivement #, x +1, x+2...(r—+n) 
dans l'équation (a), on a celles 


fr = Sex, 

f(x Li) = at =p(x + " 

fx +s)= a tzg(x +2), 

fe +n) = at" 5o(x + n) 
Mais x variant de la quantité constante Ar =1,ona 
Apr = (x + 1) — ox , d'où Ep(x +1) = pr+Epx ; 
et substituant successivement dans cette équation x+1, 
x+2,....x+n—1 à la place de x, on aura une 
suite d'équations qui donneront les valeursde Zp(x+4-°), 
Ep(x+35)...z=p(x<+n) contenant chacune toutes les 
intégrales inférieures jusqu’à celle Zp(x) ; donc par 
une suite de substitutions successives , on éliminera de 
ces valeurs toutes les quantités affectées du signe €, 
excepté Zpx, et on aura 


Ep(x+1)—pr+20x, 

Zu(x+2)—p(x+i)+pr + px, 

2p(r+3)—=p(x+2)+p(x+i)+pr+sex , 

Ep(x+n) —=p(x+4n—1)+p(x #n—2)... 
px + EQx 
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Substituant ces valeurs dans le groupe d'équations (b) , 

on a 

fe A DE FR 

Ji) =artCSex+-0x], 

fx+-2) a" CEpx+e (x) +epx], 

Cx+53) a Trpr+e(x+2)+o(x+1)+ex],,. (d). 
_ feHn)=a CEpx+ (a tn—1)+9(a+n-2) 

+ E(x+1) + px]. 


Enfin mettant ces valeurs dans l'équation (595), on 
_ aura celle | 
af[A+Ba+Ca+Das...+Qa"]50x+a"[Ba+Ca? 
+Da*...+Qa']px+a7[ Ca*+Daÿ...+Qa"]? (x4-1) 
+a[Da’...+Qa"]e(x+2)..+arQa"p(x+n-1)=X...(e). 
Or, a étant une constante indéterminée, on.peut faire 
dans cette dernière équation le coefficient de Xgx—o, 
ce qui donne pour déterminer la valeur de la cons- 
tante a, l’équation du degré n. 


D C B A 3 
at...+ OO D  O 0...(596), 


et pôur déterminer la valeur de @x, l'équation li- 
néaire aux différences de l’ordre 7 — 1 


B'ox + C'e(x +1) + D'e(x + 2)... + Q'o(xtn—:1) 


dans laquelle nous avons fait pour abréger 


B'— Ba + Ca’ + Da....+ Oa” 
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Ilestévident que l'équation (f) d'un ordre dedifférences 
moindre d’une unité que celle (595), étant d'ailleurs 
de même forme que cette dernière équation , il faudra 
se servir des mêmes moyens pour | abaisser à un ordre 
de différences moindre d’une unité, que ceux dont 
nous nous sommes servis précédemment , relativement 
à l'équation (595): soit donc supposé 
PLUG) EL A (A) , 
(ai) et gx étant des quantités indéterminées. La 
table (d) indique tout de suite quelles doivent être 
les valeurs de gx, @(x +1), @ (x + 2)..@(x + n—1), 


lesquelles étant substituées dans l'équation (f), donneront 
celle 


[B'+ C'(a1)+D'(a1})°...+Q'(a1)" "159 x +2 C'(a1) 


+ D'(a1)..... + Q'(a1)— 9x + [ D'(a1)...... 
+ Q'(a1)"—! 1 (x + 1)... LH Q'(ar1)" e(x + n— 2) 
X 


ae d'OS 


dans laquelle on pourra faire à cause de l'indétermi- 
nation de (a1), le coefficient 29'x — 0, ce qui donnera 
pour a (ai), RTE du Se — 1)" degré 


(ax) TE +5 LS ya + (a1) pe Q — ARE (A), 


et pour déterminer gx, l'équation linéaire aux dif- 
férences de l’ordre n—2 


AUS 7 LEA 4 X 
C'é 20" pH). Q'e (tn 2 FT 0, 
dans laquelle on a fait pour abréger 
C" —C'(a1) + D'(ai }... +Q’ (ai)! 
CAT 8 RAR TT + Q° Ga 1h). 


= — 444 (air: 
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Continuänt à opérer de même, on trouve qu’en fai= 

sant à F 
gx = (45) "Eg"x......(n), 

on a pour déterminer la constante ( a2) l'équation 

du (7 — 2)" degré 


a). + Er G2) +0 = 0 pa D AT 


et pour déterminer "x, l'équation linéaire aux diffé 
rences du ( n —3)i"e ordre 


ZDNZ LE 0 X 
D ® L...—+ Q"e (x + n — De (a) (as) 


dans laquelle on a fait pour abréger 
BORN (ANNE + SES 
® © ee 0  « © ole see « e .. brie ide À 
444 I _ 
Q —— 2-49 (asy 2 
Enfin , par une suite de calculs semblables, on par- 
viendra pour déterminer la dernière constante [ a(n-1) 1], 
à l’équation du premier degré 


Vétar À) lo QU (q) , 


et pour déterminer g (x, à l'équation 

PT EN D RM RE ET EN, MAR D à 
Q'a(ai)"(a2)"....[ a(n —1}}" 

dans laquelle nous avons fait, conformément aux abré- 


viations indiquées dans les groupes (g) , Gure (ph. 
la quantité 


, Q" — QEatn— 1)].......(5). 
Actuellement observant que les équations (a), (h), 
(n)...., se lient par le dernier facteur du second 
membre , on aura par des substitutions successives 


GTA 
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fr = atSpr=a"E(ar) 59 rar ES (ar) E(a0)*S x. 
……—@fZ(a1)"Z(a2)".....2[a(n—1)]"520 0 1)x ; 
donc mettant pour gx sa valeur [équat. (r)], il 
viendra l'équation 


Fr - dm E(a1)"E (az) .….E[a(n—1)} 


X. 
> IPS ASPIRE PPT NOT ART Le épe (0) » 
a*(a1)*(a2})"...[ a(n—1) ] 
qui est l'intégrale demandée, mais il faut se rappeler 
* qu’à chaque intégration particulière, on devra ajouter 
une constante arbitraire , ce qui donnera pour la va- 
leur complète de fx, un nombre x de constantes ar- 
bitraires. 

Nous allons maintenant faire quelques observations 
qui simplifieront considérablement la méthode pré- 
cédente d'intégration. 

Substituant dans l'équation (k) les valeurs de B’, C, 
D",...Q" prises dans la table (g), il vient 


Qa'(a1)"—" + Da(a1ÿ.….. + Qa’(aa) + Ca’(ai) 
+ Da*(u1)..... + Qa'(ar) + Ba+ Ca +Da...…… 
PAN O es 20e (u). 


Multipliant cette équation par (a1)., mettant au com- 
mencement tous les termes qui contiennent les mêmes 
puissances de à et (ai), ensuite ordonnant les autres 
termes, par rapport aux puissances ascendantes 1,2... 
(n— 1) de (ai), on a l'équation 
Qa"(a1)"... + Dd(a1} +, Ca(a1}° + 13151171 D FM 
+ (Qa"...+Da+Ca”)(a1)4+(Qa”…..4+Da)(ar)..…. 

+ Qa'(a1}" "= 0 
Retranchant de cette dernière équation celle (w), il 
vient l'équation 

Qa’(a1}".….. + Da(ai } + Ca(a1)* + Ba(ar) 
— (Ba + Ca’ + Da'....+ Qa”) =o, 


= 


524 CALCEL INTÉGRAL 


qui étant divisée par Q, et ensuite ajoutée à l'équation 
(596), donne 


a"(ar)"...+ 5 a(a1) + É a? (a1)* 


Or, il est évident que cette dernière équation dans la- 
queile a(ar) est le symbole des racines, ayant les 
mêmes coefficiens que celles (596), les racines de l’é-# 
quation (v) devront respectivement être identiques à 
celles de l'équation (596) ; donc une des racinesde cette 
dernière équation étant a, l’une de ses n — 1 autres 
racines sera a(a1); ainsi représentant par a, a’, 


! 


a"... a) les n racines de l’équation (596), on aura 
(4 
> à «a : 
(GE 2; dou (er) — Tri mais représentant par 


P le coefficient de a"—' dans le polynome qui multiplie 
=@x dans l'équation (e), on aura pour second terme de, 


l'équation (596) la quantité as donc 


G— (a+ a+ a". 24 a)... (x). 


De même représentant par (ai), (ai}...(a1)Y 
les (7— 1) racines de l'équation (k), et par P° lecoef- 
ficient de (a1)"—? dans le polynome qui multiplie Eg'x 


dans l'équation (4), ce qui donne pour second'terme 
+ L4 

1 ps . MSP 

de l'équation (k) la quantité — (a1)"—?, on aura 


| Y 
5e —[(a)4{a) (a), mais la table (2) 
P' Part+Qa _ P. 


donne —— — 


re 7 . Egalant cette 
q Ga Qa + 1. Egal 
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valeur do avec la précédente, on a 
Q —=—{[a(ai) +a(a).....Ha(a) GT a; 


, P ! 7 
égalant cette valeur de — avec celle donnée par l’é- 
Q 


quation (x), il vient l'équation 

a'+a"...+aMm) —a(ai)+a(ai)...—+a(ai)), 
qui, à cause de a’—a (ai) ainsi que nous l'avons dé- 
montré ci-dessus, se réduit à l'équation 

a+ a". +amY = a(ai) + a(ar)"….+a(ar)®2Y 


laqueile devant avoir lieu indépendamment des valeurs 
entièreset positives de x, aura encoreJieu Re) TE, 


ce qui donne &"=— a(ai) , ETLoy (ai) —=—. On dé- 


414 
1 a 
montrera de même que (ai) —— , et enfin que 
a 


atr1) 


généralement (a1)(—2) — . Or, toutesles équa- 


tions (596), (k), (o)...(q) comprises depuis le degré 
n jusqu'au premier , étant liées entre elles par une 
même loi qui fait que chacune d’elles dépend de celle 
qui la précède, de la même manière que celle qui la 
suit dépend d'elle, il est clair que représentant par 
(a2), (a2)...les racines de l'équation (o),on aura 


(aa): (an 3} A d'a 1) e De etc. et substituant les 


Gi) a1) 


valeurs de | ES , (a1})” etc., il viendra 


a! a! . a’ : 4 T4 d (LA 
A2) =—; ——=-,(0) =—i ——= 
Dre a ( ) HE 7: 


la même raison, représentant par (a3) (a5)'... les 
racines de l'équation du (n—3)*"* degré analogue à 


b26 CALCUL INTÉGRAL 


celles (596) , (k)....., on aura (a3) — ca ea 


a" 
tr ) (a3) — _ etc. ; et enfin on aura 


ACT OEM PERSAN ; PE : 
La(n — 1)] — “sy : ainsi ayant résolu l'équation 


(96), et ayant trouvé que ses 7 racines sont a, a’, 


a", a"...a%1)", on aura les 7— 1 autres constantes 


(5) , (a2}, (a3)...[a(n—1)] par les équations 


a a’ af | 
[tn= 54 y (a2) = pr Ale, (a3) = 7... [at — 1)] 
at) 
= = | . de (597); 


LES ému ces valeurs dans l'équation (t) , il viendra 


TT Re Eee D 


RE partant d'une valeur quelconque de x, que pour 
fixer les idees , nous supposons être 4 , ce qui donne 


Q"—Q", on aQ—Q"(a5)équation (9]= Q"(L 
[équat. (597). De même Q"— Q/ (a2}° =" (©), 
Q'E=Q' (mu 0 (=) et Q’—Qaf; donc par des 


substitutions successives, en remontant jusqu’à la va- 
leur de Q'", on aura 


MOCOR ES 


doù il suit que généralement on a 
Q7— Q(œa'a.n amy 
A 


Qr, on a dans l'équation (596) ag'a".…..at) = +, 


Q 
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donc Q"—Æ#A ; et substituant cette valeur dans l'é- 


quation (y), on aura finalement pour l'intégrale de- 
* mandée 


PF SANT SIT NX" CP TE X 
— + ;(— ps à Fe 4 38 
fr= + se) (+) …. Rep | pp O8)» 
le signe supérieur lorsque n est un nombre pair, 


l'inférieur dans le cas contraire. 
Passons à l'application de cette théorie. 


586. Moivre a nommé suite récurrente, toute suite 
dont un terme quelconque est égal à un à nombre 
de termes antécédens respectivement multipliés par 
un coefficient constant. L’assemblage de ces coeffi- 
ciens est appelé échelle de refation. Lorsque dans la 
composition de chaque terme de la série en question, 
ilentre une quantité éonstante ou variable qu'on ajoute, 
alors elle est nommée série récurrente composée , 
et cette constante ou variable qu’on ajoute , s'appelle 
l'ajoutée (*). Ainsi, représentant par f(x+n) un 
terme quelconque de ces suites, et par f(x+n— 1), 
fx+n—o2),....f{(x +1), fx les n termes qui le 
précèdent immédiatement et dans cet ordre; la na- 
ture des séries récurrentes donne l'équation aux dif- 
férences de l'ordre n, f(x + n)—gf (x+n—:1) 
+ Af(c+n—o)...+pf(x + 1)+ qfx + X dans 
Jaquelle l'échelle de relation est g +h..:+p +g, 
et l’ajoutée est la fonction quelconque X de x. Donc 
d’après Ja théorie développée dans l’article précédent, 
nous pourrons toujours, lorsque nous connaïîtrons la 
composition des termes d'une suite récurrente, en 
trouver le terme général fx. 


(*) Nous avons fait connaître au paragraphe 128 de notre Algèbre, 
la génération des séries récurrentes , et au paragraphe 129 nous 
avous donné une méthode qui nous est particulière, pour re 
monter d’une série récurrente à sa fraction génératrice. - 
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Par exemple , soit proposé la série récurrente 


o, a 1ÿe0% 75, 500 , 3161, 19470, etc. ,5 Ko) 


dont la nature est, que chaque terme f(x+5) est 
égal à 2 élevé à la puissance æ qui est le numéro du 
terme pour lequel on calcule à partir du quatrième 10, 
ajouté à la somme des trois termesconsécutifsf(x+2), 
f(x + 1), fx qui précèdent, respectivement multipliés 
par 8,—9g,— 18 ; de manière qu'on a l'échelle de 
ns == 8 — 9 — SRE et l’ajoutée — 27. Ainsi l’é- 
quation qui exprime ot nature de la série proposée 
est celle aux différences du troisièmeordre f(x+3) 
= 2% + qf (x+-2) — 9f (x + 1) — 18fx : : transpo- 
sant et ordonnant, par rapport aux accroissemens de 
x dans fx , il vient 


18/7 09f (x+1) —8f(x Ho) + f(x +3)—27...(0), 
qui comparée identiquement avec celle (595), donne 
POS De 9 Ci IQ EX pe re, 
Faisant les substitutions convenables dans l’auxiliaire 
géncrale (596), on a pour celle de l'équation (a) 
a— 8 Loa+18—0o....(c), 
d'oùontire a —1,@ —3 eta” —6: substituant ces 


valeurs dans l’ Eater (598), et faisant atten- 
tion que x étant un nombre impair, le terme À —18 


doit être pris avec un signe contraire , on aura 
(— 1)". LAS 
far FRET E(—3)"xz2"x G , où simplement 
LAN ÉTE R SD D)EoE EE (d). 


le signe supérieur lorsque x sera pris égal à un nombre 
pair ; l'inférieur, dans le cas contraire. Donc re- 
_ présentant DRE OIL les trois constantes arbitraires 
‘que comportent ph trois intégrations particulières que 

nous 
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nous ayons à opérer, nous. aurons \ d’après l'équation 
(584), 2 ()°==—3 (2) 0, d'où 3973 1 }°— 3 (2) 
LE 2H ei (5) Hc2+c", etenfin Z(—3) 22r2(1)* 

2 E(— 9)" + EG Ru C'E (— 3)r + à 
— 3 (—5)—c (— 6} — c'(— 3) + «'. Substituant 
cette valeur dans l'équation (d), on a 


fr 2 +06 + d8 Te". 2 A CON 


Actuellement , pour déterminer les trois constantes c ; 
c', c” nous observerons qué æ marquant le numéro des 
termes de la série proposée (a), en commençant depuis 
le premier zéro, on’a, pour les trois valeors suc 
cessives de t—1, HE Br, CES fe —0!, T0 0 "et 
fx—= 71, ce qui donne les trois équations 


O—++ 6c+ Sc +e}- db Re 
DRE 36c+ gc—c" + d'où | = 
»: , u Ms aett rs 
1 — Sc ei +ovc+o CS 


et substituant ces valeurs dans l'équation (e), on a pout 
- l'expression complète du terme général de lasuite (a), 
l'équation | 
7.2 +6 — 7.3 1 4 
TEST AT à 

587. Il peut arriver que le nombre de termes de 
l'échelle de relation ne soit pas le même que célui dé 
l'ordre de différence de l’équation qui exprime la na- 
ture de la série; cela a lieu dans les séries où pour 
la formation d'un terme quelconque f (x + n) ,on n’a 
pas recours à tousles termes antécédens compris entre 
ce dernier terme f (x + n) et le premier terme du 
recours fx : nous appellerons ces séries, suites récur- 


a, , | 34 
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rentes irrégulières , telle est par exemple celle 


OO 20 4050200 104 tete... (0); 


dont la nature est exprimée par l’équation aux diffé 
rences du troisième ordre 


fx +3) = 67 + f(x) —6 fr.....(b), 


et dont l’échelle de relation, seulement de deux termes, 

est 7—6. Mais il est sat qu'on trouve par la 
même méthode que la précédente, le terme général 
de ces sortes de suites irrégulières ; car il n’y a de 
différence entre le cas actuel et celui traité précédem- 
ment, que dans l'auxiliaire qui au lieu d’être complète 
est Mcompètee mais le nombre de ses racines étant 
Je même que l'ordre de l'équation qui exprime la na— 
ture dela serie proposée, la formule (598) n'en est pas 
altérée. Ainsi, pour la série recurrente irrégulière (a), 

on a l’auxiliaire a— Ja + 6—o, dont (es trois ra- 
cines sont a—2, a —1 et a AUS es donc fx — 


RE GYE (— SE (—2)° [équat. (G98)]= «8e 


— c'o7, Faisant successivement x —1, 2, 3, et 
fa —ofrmco;fs 1 'ontrouvees., =, 
c"—-+,ce qui donne complètement pour expression 


du terme général de la série récurrente composée et 
e “4 CR . ’ 
irrégulière proposée (a) 


Re 0 Fr n n ES 1) CR (27 18 A) 


f=TeEns 


588. Si l'équation aux différences qu'on veut im- 
téscrer a toutes les racines de son auxiliaire ru 
entre elles, alors elle se présentera sous la form 
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bc + nb°f(x + 1) + n(n— dt TERMES 
+ nbf(x + ARE NE Hdi (000), 


et son auxiliaire étant(a + b)" = o, d'où a = «'—=a"… 
=D, l'équation (593) prendra la forme de celle 
F X 
= 212131. E jr-e.(a), 
qui a autant de signes d'intégration qu'il y a d'u 
uités dans l’ordre n de l'équation (599), et qui, con= 
séquemment , donnera dans les n intéyrations particu- 
lières , le nombre n de constantes arbitraires c, c’ 
c'...ct1)" que comporte la n“{ intégration. 
Pour développer l'équation (a) , faisons 


$ ps 1 4 < 
{ S = E, SEE, 22 EL". SE Ca) ER) à.) 


e Ÿ è 4 
abstraction faite des conStantes arbitraires que com- 
portent toutes ces intégrations; donc rétablissant Îes 


X X 
constantes, on aura 27 —=ELe, 212; —XE + cz 


4 ’ X / 
—=é+or +c(*), ZIZ1E = EE HcEx + c'Ex° 


= £" + cx* + c'x +c”, en représentant respective 
ment aa c et c” les quantités constantes arbitraires 


C 
: et c'— =. Continuant de même, on trouvera que 


D 
ZISISIXS; 4 HAE Esp x + c*, et enfin 


(*) Po rez fa table (579), et faites attention qu'ici nous avons 
AXx= 1 
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généralement, le nombre des signes d'intégration étant 
n , On aura 


r4 à 
STETES Tr — ET EC cn, LE CCD)’: 


et substituant cette valeur dans l'équation (a), 
pas 


fe = LEO ot d'a, 26097. (Boo)E*T, 


ce qui est la forme générale des intégrales complètes 
des équations aux différences d’un ordre quelconque 
lorsque toutes les racines de l’auxiliaire sont 
égales. 
Pour faire une application de cette formule (600), 
proposons-nous de trouver le terme général de la série 
récurrente et composée du troisième ordre 


0, 0, 1, — 92, 16,—16, 176 etc....(c), 


dont la nature est exprimée par l'équation f(x +5) 
— 47 — 6f(x + 2) — 19f (x +1)—8fx, d'où l'ontire 


8fx +1af(x+1)+6f(x + 2) + f(x + 3) = 4... (à). 


| b= 4 
+ . 11 7 - Ft . k 
{*] I serait plus élégant d'écrire + br-" au lieu de pe 5 mais 


à cause que les cas de n pair ou impair combinés avec cenx de 
b poiuf ou négatif et de x pair on impair, donnent des signes 
différens dont l'indication du choix à faire exigerait trop de lon- 
gueurs dans le discours, j’ai préféré de conserver cette forme qui, 
dans l'application, fait tout de suite connaître au calculateur les 
signes qu'il doit employer , en se rappelant que dans le cas pré- 
sent, comme dans le cas général des intégratioms (art. 555), le 
double signe + qui précède br est relatif à 7 avec les mêmes 
conditions que celles énoncées à l’article 585 : ceci va s’éclaircir 
par l’exemple suivant. 


Re à 


an 
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Comparant cette équation avec celle (595), il vient 
NE SEEN CE QC IX = Set in = 5, 
et faisant les substitutions convenables dans l’équa- 


tion (596), on a l’auxiliaire a + 6a° + 194 + 8—0, 


ou (a+ 2) —o ; donca— a =a —=b=—2,d'où 
X - | ; 
3e = = —(—2}". Cela posé , la succession 

Fe 29), 
des équations (b) donnera £ —% Ce 2) = — SE 

. 
1 EM Loc 2)T +1 

+ 2° : r ; ae 

= ps le signe supérieur , iorsque x est pris égal 


à un nombre pair , l'inférieur , dans le cas contraire; 
c'est ce qui aura lieu dans la suite, sans que nous 
en prévenions davantage. Substituant la valeur de #” 
dans l'équation (600), et faisant attention que n étant 


T 


— 9 )7 
a) 22 cp 2 on aura 


—— 
— 


impair on a - ———<- 
? Dh D? — 0° 


1é— Fetes te Lcx+o "| (e). 


Faisant respectivement fx —0o, fx —0o et fr—1 
lorsqu'on Ai sr ist CRT PE 5, æ trouvera 


à l'ordinaire que c— +, —=— % et c’—,} ; on aura 
A 271 LRU x? 1] Dr tre 
donc complètement fx re J 


27 
ce qui est le terme général de la serie proposée (c) 
et l'intégrale de l'équation (d). 


589. Dans le cas où les racines de l’auxiliaire sont 
partie inégales et partie égales, la méthode pour l’in- 
tégration se compose de celles que nous ayons déjà 


534 CALCUL INTÉGRAL | 


exposées pour chacun de ces deux cas particuliers, 
et n'offre par conséquent plus de difficultes. 


590. Nous n'avons jusqu’à présent considéré X que 
comme une fonction exponentielle de x ; mais il peut 
arriver trois autres cas que nous allons examiner suc- 
cessivement. 


Premier cas. X = à une constante H. On a dans 


X 1 vi 
ce cas = Cat TE = H 1! 7 | , et faisant passer 


Ja constante déterminée H en avant de tous les fac- 
teurs affectés du signe d'intégration, l'équation (598) 
devient 


Haz / a@=1) 
ROC É IE ICS 


Par exemple , soit proposé de trouver le terme général 
de la suite récurrente du second ordre 1, 1, 5, 17, 
45, 105, etc. dont la nature est exprimée par l’équa- 
tion f{x +9) — 4+ 5f(x +1) —ofx; d'où à l'or- 
dinaire on déduit A2, B——3,Q—1 et X ou 
H — 4, ce qui donne auxiliaire a —3a +9 —0, 
dont les deux racines sonta—= 1 et a'— 2. Substituant 
ces valeurs dans l'équation (601), on a fr —9229"2(15)# 
— — Ax + cor + ©’, Faisant successivement x — 1 et 
TÆo ,-doûfr=ufetfr 1; on trouvé C0 ét 
c —1,; on à donc complètement le terme général 


demandé fo — 1 + 4(27 1 — x), 


5g1. Second cas. X —à une fonction algébrique 
et rationnelle de x. 

Il nese présentera de plus dans le cas actuel, que 
des intégrations de quantités telles que celles que nous 
avons appris à intégrer à l'article 579 , Ce qui n'offre 
pas de diflicultés 
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Par exemple, soit proposé de trouver le terme gé— 
néral de la série récurrente o, 1,0, 8,—5 , 57, etc. 
dont la nature est exprimée par l'équation aux dif- 
férences f(x + 2) — x —f(x + 1) + 6 fx. Comparant 
cette dernière équation avec celle (595), il vient 
D—-6, B—1, O1) Xi et na; donc 
l'auxiliaire de la proposée est a + a—6—o, d’où 
a—2 et 7: —— 3; ainsi É formule (598) donnera 


Dre FU Ys ——* Orla seconde formule 


du groupe PA donne = = = — z [ (3% 


+32: et et la FAN formule du même 


1 
groupe donne Ë —— M = 7257 _ " EP Aa 5 


3x “1 
= 7e carte(s 


= 722 - FO] + cE (— ) . Nous servart 


encore des deux DR DES, du groupe (588), 


DRE 
nous trouverons pe POP TORET De : donc 
‘ 2T ÔT 


(=5Y A Ch 2.97 Éo Le ) ris 


substituant cette valeur dans celle de fx, il vient l'équa- 
SÉPARÉ | 
— — — Hc3r—c'27, dont où déterminera 


ESC 


les constantes c , c’ en faisant successivement fr — 0 
et fx—1, pour les valeurs respectives 1et2de x, 


tion fx —— 


ce qui donnera C= 3% et c:’ Ho 5 ainsi le 
terme général de la série proposée est 
94.9%% 13.57 "— 907 — 15 


fe= TRE 
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592. Troisième cas. X—0o. Nous ayons dans ce 


cas > Late —Eo=——c: substituant cette valeur 


dans l'équation (598), passant la constante c en avant 
de tous les facteurs affectés du signe d'intégration * 


et à causé de l’arbitraire de cette constante , repré- 


AT . . C 
sentant par © la quantité constante arbitraire + rU 
on a 


PRE nteass (Sy (Tr). A | tjs t(6oa): 


Cherchons le développement de cette formule : mais 
pour fixer les idées, donnons d’abord à n une valeur 


numérique déterminée ; par exemple 4, ce qui réduit 
fenanon (6o2) à dite 


ÉCOLE 

Or (ES) = (ee a donc 
(Gr) rer 2) +2) 
| C— en r)+eC )+e. 


d'où il suit que 


OC ne) 
jé to He) Lee Poe no) 
AOETOET 


Ainsi substituant cette valeur dans celle de fx [éq. (a)] 
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et représentant par les seules lettres ce , c’, cet c” les ” 
coefliciens constans et arbitraires des termes du se- 
cond membre, il viendra fx = c(a”)"+ c'(a”)7+- c'(a’)" 
 «"(a)*; donc généralement X étant — Oo, on aura 
f- cafe d'* Lolatsto"as, cm) Tar)"}r (605). 
EXEMPLE. Trouver le terme général de la série ré- 
currente engendrée par la fraction 
1—Y 
nn =. .:..(0). 
1— y—2ÿ 
On obtient par les règles ordinaires des développe- 
mens des fonctions en série, que celle (2) donne la 
suite récurrente 
1 + 2° + 9y°E 6yf + 10ÿŸ +- 22y° +etc......(c), 
que j'écris ainsi quil suit : 
1.y° + o.y +2y®+2y+ etc......(d). 


Or, il est visible que si on représente par fx le terme 
général de la suite des coefficiens 


lhoital191%6, 710; 99; /et6:2%. a (e), 
on aura pour terme général de la suite (d) la quan- 
tité y*fx : ainsi, nous n'avons à nous occuper que 
de la suite récurrente (e)dont la loi est exprimée par 
l'équation aux différences du second ordre f(x + 2) 
— f(x +1) +ofr, ce qui donne A2, B—i1, 
Q——1, X—oet n —2; ainsi l’auxiliaire est 
d—a—9=0,doùa——1, « —=2;et substi- 
tuant ces valeurs dans l’équation (603), on a celle 
fx=+c+ c.2"; d’où on déduit à l'ordinaire c=—2 
271 9 


5 


tc'—}; doncfr— , Ce qui donne pour terme 


(es) 


oT—1 — 


—- 
3 


général de la suite (d) la quantité y: mais à 
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cause du terme de plus o.y que nous avons introduitdans 
la proposée (c), il est clair que le x‘ terme de la 
suite (d) est le (x+ 1)" terme de la proposée (c) » 
et est par conséquent, de place paire ou impaire à 
l'inverse de ce qu'il était dans la série ee le 


Te 


. ANT: , 2. 2) 
vrai terme général de la proposée (c) est z 


593. Si dans le dernier cas dont nous venons de 
parler , l’auxiliaire a des racines égales, alors il est 


évident que l'intégrale (605) devient incomplète; car 


supposant, par exemple, a —a—a", on aura 


fr=(c+c + ce") af + cas... + care 
or ,c—+c + c" est une quantité constante arbitraire 
qu'on peut représenter par la seule lettre c” ; donc il 
manque deux constantes arbitraires à PÉbiafibn pré- 
cédente pour être complète. Afin ‘de remédier à cet 
inconvénient , reprenons l'équation (602), et pour plus 
de netteté dans le calcul, donnons à n une valeur 
numérique déterminée, par exemple 6, et supposons 
que les quatre racines a, a’, a”, a” de l au iliatre sont 
égales ; nous aurons conséquemment à développer l’é- 


quation 
3 PANNE a \z 
fe= ce" 5151513(%) sf tir aa). 


or, n'ayant pas égard aux facteurs en fonctions de 
a", a"...qu'on trouve dans les intégrations succés- 
sives , parce qu'en dernière analyse elles vont se con- 
fondre avec la constante arbitraire c, on aura 


«(GC rédmx( 2 (ET 


a’ a POUR E 
/ / # S PUANA 
>> ) pere ) + C (£ ) + C ? d cu 


Te" 


1? 
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LONDON OS 


en mettant a à la place de a” à cause de a —a”.On 


eurademême 2131225) 2%) =() + (2) 


+ cat Æ c'x + c'; et enfin après la cinquième in- 
tégration, 1] viendra fx = c(a*)*+ c'(a")° + af [ca 
+ Ca + c'xHc]; tel est le développement de 
l'équation (a) ; d’où il est aisé de conclure que 7 étant 
l’ordre de différence de l'équation proposée, et à le 
nombre des racines égales de l’auxiliaire, on a gé- 
néralement , en renversant les indices distinctives des 
n constantes arbitraires , l'intégrale complète 


fc d'a ye LG) qi, po ar art cG- 

HR ris cas dx + o]. 1. . (604). 
Pour faire une application de cette formule, soit pro- 
posé d'intégrer l'équation aux différences du septième 
ordre 


1620 f{x)4-3861 f{x+1)—12 188 f(x+-2)—813 f(x +3) 
—124 f(x + 4) +33f(x +5) +12f(x+6) 
+ f(x +7) —=0....... (b). 
Comparant cette équation avec celle (595), on à 
À —1620, B—3861, C——118 , D ——813, 
ro RE D GS NOT NU ET; Une 
J'auxiliaire sera a7 + 1906 4 53a5— 194a* — 813a° 
—1188a°+5861a+1620-0, ou (a+-3)(a-21a+20)=0; 
donc à cause des quatre racines égales à — 3, et des 
trois racines inégales 2 , 4 et —5, la formule (604) dans 
laquelle :=—4, donnera fx ct + 0 4H CN BTE ST "xt 
"xtc'x + c]. 


594. Si toutes les racines de l’auxiliaire de la pro- 
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posée étaient égales , il est évident qu’on aurait, d’après 
ce qui a été dit dans l’article précédent, son intégrale 
complète exprimée par l'équation 
Je after DER LC CNE CL TS 
+ cx+c]......(605). 

Par exemple, soit En de trouver le terme gé- 
néral de la sérieo, o, 1, 6, 24, 8o etc. dont la loi 
est eo ja l'équation f(x + 3)— 6f(x +2) 

2 f(x+:1)+8fx; on trouve à l'ordinaire, que 
l'auxiliéhe de la proposée est ra L19a —8—0, 
ou (a— 2); donc d'après l'équation (605), il vient 


fr = 2*(c'x? + cd æ+c), d'où on conclut c—#, 
c—— À et c"—% : on a donc complètement- 
pour terme général de la série proposée, fx— 21 
Lx? — 5x + 2], 

595. Il peut encore se faire que dans l'équation 
auxiliaire de celle aux différences qu’on veut intégrer, 
il y aic plusieurs facteurs de la forme (a + b}— 0 
(a He)! —0 etc. avec des facteurs du premier degré 
a Ed=o,ath—'o etc. Mais ce cas là se soumet 
également aux méthodes précédentes. En voici un 
exemple. Soit (a — b) (a—e) (a —d) (a —h) =o, 
l'auxiliaire d’une équation aux différences du septième 
ordre qu'on veut intégrer, on aura conséquemment , 
d'après l'équation (602), 


e\t Ÿ 
Te = ca* 12157) m2(°) É 


d’où on conclura à l'ordinaire 


TOP OO 


donc 


PR Re 


4" 
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4) st ete. (7) + (0) em 4e 4) 15) 


On trouve par le moyen de la table (586) [art. 5781, 


» ÊNT e NE LAB : 
quec Zr(—) =cx FAT ; donc représen-, 


tant par €” la constante arbitraire c” — c”, on aura 


a\S R\= / d\* “l . mf e à + 
2(1) A A 5) + c G) Le C 47) -c () + © 


et continuant l'intégration de la même manière, il 
viendra enfin l'intégrale complète fr — ch° + c‘dz 
+ c'xer + c'e + bec rx He" T., 

596. Il nous reste maintenant à examiner le cas qui 
parait présenter le plus de difficultés, c’est - à-dire 
celui où l’auxiliaire a des racines imaginaires. Nous 
commencerons notre examen par les équations linéaires 
aux différences dans lesquelles X —o, et nous exa- 
minerons ensuite le cas où X est une fonction de x. 

Soit supposé que l’auxiliaire a les deux racinesima- 
ginaires p+qÿy/— 1 etp—qV/—1, faisons at} 
= p+qV—1 et a) = p—qV —1, ce qui 
donnera pour les deux derniers termes de la formule 
(603 5) cr) (p + q V— 1)° + cp — qV/—1}": ’ 


or, faisant 


p 
COUDES TAN 4 TA 
q 


d’où sin # — NOTES EURURN et COS © — sa on a 
V' Cp°+q°) V/(p*+ 9°) ” 
+o1/— 
cos © sin wf/— 1 — RS À ; mais On sait que 


LV'(p*+ 9°) ? 


cos(ra) E sin (xw)4/— 1 —=(cos # Æ Sin w W/— 1}, 


+ q4/ — 
donc cos(xe) E sin (xe ) VW—1— PENSER 


V(p* + 9°) 
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d'où on tire 


G@+qv—1)"= [Cp + q"}Ccos(xw)+sin (xw)4/—1]; 
et faisant pour abréger 


m= ÿ/(p°+q*).....(b), 

On aura 

(pEqV/—1}"=mf{cos(xe) E sin (xw)}/—1]...(c); 
donc les deux derniers termes de notre intégrale se 
ront 2) m°cos (te) + cm sin (xw) , en repré 
sentant respectivement par ct) et ç«@1) les deux 
quantités constantes arbitraires c(—#)" LE ct) et. 
(etr2) — 1) )4/— 1. On voit de même que.s’il y 
avait quatre racines imaginaires dans l'auxiliaire, on 
aurait les quatre derniers termes de l'intégrale qui se- 
raient sous la forme c(-1'g%cos (xx) +075) sin (va) 
cm cos (ro) + c'e sin (x), et ainsi de 
suite pour un plus grand nombre de racines imaginaires. 


EXEMPLE. Trouver le terme général de la suite re- 
currente simpleo, 0,1, 2 (W3+1), 4(5+V 3), 
8(5 + 21/5) etc., dont la loi est exprimée par l'equa- 
tion aux différences du troisième ordre | 
E(s +5) 2(/8 + 1)8x +0) — 4/32 1) f(x 1) 

LEE UT): | 
Comparant l'équation (d) avec celle (595) on a A——$8, 
B—4(V3+1),C——2(V3+1),Q—1, X —o, 
n==5; ainsi l’auxiliaire de (d) est a?— 9(4/3 + 1 )a* 
+ 4(/34+1)a = 8, d'oùontirea=2,a—y3+4y sr” 
et a" —=y/35 — We 1; donc p—4/3 et q =1, d'où 
cot w —= V/3[équat. (a)], ce qui donne w—35° : : de 
plus, on am — 4/53 + 1 — 9 [équat. (b)]; donc les 
deux derniers termes de l'intégrale demandée seront 


AUX DIFFÉRENCES. 543 
c'a? cos { x 33° 3 ) + c'2* sin (x 35° ;) , et l'équation 
(603) donnera celle 
fx 2% [ce + c' cos (x 33° à) + c'sin (x 33° :)]....… (e). 
Faisant successivement x —1, 2, 3 , ce qui donne à 
fx les trois valeurs respectives o , o, 1 des trois pre- 
miers termes de la série proposée , l'équation précé- 
dente donne successivement les trois équations 


3 3 
CN Der LUE DRE ARE e 


2 


7 Ta : 1 
eti=8 (è+c ), d'où on tire Lords 
— _— EN Last 1 ; LES V3 1 . à 
C'— ME 75 et c'— (a V3) : substituant 


ces valeurs dans l'équation (e) , on aura pour intégrale 
complète de l'équation (d), et par conséquent pour 
terme général de la série proposée , la quantité 

9T—3 


Fa d=- à Wa 1— (ÿ/3— 1)y2 cos (x33° i— 50°) ]. 


597. Avant de passer au cas où X étant une fonc- 
tion variable , l’auxiliaire recèle des racines imagi- 
naires , il est à propos pour plus de simplicité , que 
nous développions la formule (598) en un polynome, 
en considérant d'abord X comme une fonction expo- 
nentielle de x. Soit donc fait 


MAP LUE) 


ce qui changera le dernier facteur intégral de l’équa- 


tion (598) en celui Le | qui , d’après la formule 


atr—1} h + Bar 
(584), est = hat) a + C Lv3 donc 


. 
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(n—1)/ atr-1)/ at (n—2} ms] 
LE (a=— es | | y x | _ (4- RASE mn TN 
+ = | + «%2) ; et continuant de même, 


on trouvera 


ee 
LOÈOÈRES >] Les] 
a \)'a CGa—2Y 


7 — am )(h — A Ta — d)(h — a) ( D 


| Cn—i) C2) x 
Het sp + c Lil pa ; + (D +o 


donc faisant attention que a@-1" a@2)",..a'a = À, 
et que le dénominateur (4 — a@—1")(h—atr)).…. à 
(4 — a) est égal au premier membre de l’auxiliaire 
(596), en faisant Q — 1 (*), et mettant k à la place 
de &, on aura par la substitution de ces valeurs dans 
l'équation (598), celle 


h= 
RS RTE Çn—1)/p,CGr—1)/73 
Ponte DIS CRC B EEE AE EEE 
+ PEN ra ..+car+ car. ...,.. (606), 


ce qui est l'intégrale complète et très-commode des 
équations aux différences d’un ordre quelconque x, 
dans lesquelles X est une fonction exponentielle de x, 
EXEMPLE. Jntégrer par le moyen de la formule 
(606) /a. méme équaiion 
160Ëx H f(x 1) — 8f(x+0) H F(x43) —0927....(a), 
que celle (b) que nous avons intégrée a l'article 586, 


Lx) 


(*) On peur toujours supposer Q— tr; car s’il en était autre: 
ment, il n’y aurait qu'à diviser l'équation (99) par Q, et alors 
‘le coefficient de f{(x+4-7) que nous avons à pags par Q ne serait 
plus que lPunité. 


Mettant 
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; Mettant à la place de a dans le premier membre 
ca 8 a+ oa +18 de l’auxiliaire, la valeur numérique 2 
de À, on aura 8 — 32 18 + 18 —12; donc la for- 
mule (606) donnera tout de suite pour intégrale com- 
z—2 
a 
+035" +oc, ce qui est le même résultat que celui 
trouvé à l’article 586. 


plète de la proposée (a), l'équation fx = HE c'6s 


598. Si l’auxiliaire a des racines imaginaires, par 
exemple, si a —=p+qÿy/—1 et a=p—qV—1, 
on voit tout de suite , d'après ce qui a été dit pré- 
cédemment , que faisant 


+. LT e . cot °—È et m — V'p+9®. EE (2), 


les deux derniers termes de l'intégrale complète (606) 
seront c'm° cos (xæ) et cm° sin (xx). 

Ce que nous venons de dire pour deux racines ima- 
ginaires, a également lieu quel que soit le nombre 
des racines imaginaires de l’auxiliaire, ° 

EXEMPLE. Trouver le terme général de la série 
récurrente composée , © ,0, 1, 17, 157, 892, 1881 etc. 
dont la loi est exprimee par l'équation 


— 150fx + 80f(x+H1)—13f(x+4-2) + F(x43)—4".. (0). 


Comparant cette équation (c) avec celle (595), on a 


A——-150) BC 25 0h 113; et 
X=— 4°, d'où À — 4: donc l'auxiliaire est a°— 13a* 
8o a— 150—=0, d’où l'on tire a =3, d —5 


- H5iÿy—reta—5— 5ÿ/— 1, ce qui donnep=q—=5 
et cot & —1 [équat. (a) |; d'où © — 5o° ; enfin l’é- 
quation (b) donne m=54/2. Mettant à la place de a 
dans le premier membre de l’auxiliaire, la valeur nu- 
mérique 4 de À , ilse réduit au nombre 26. Ainsi 


2. 35 


fa 


“A 
PH nu 
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substituant toutes ces valeurs dans l’équation (606), 


on aura fx — ce + c"3°+(5y2)"[c cos (x.5o°) 


+ csin (x.5o°)]. Faisant successivement x — aux trois 
nombres 1, 2, 3, auxquels correspondent respective- 
ment les valeurso,o , 1 ,de fx, l'équation précédente 

23 + 1 
Sao" Ve Re TEE a ; ON 
aura donc complètement 

145.47—150 37-(54/2}[15cos(x50°)-Lo3sin(x5o° af 

3779 

599- Si l’ajoutée X est une quantité constante H, 
iln'y aura d'autre changement à faire dans la ft 
(6ob) , que de mettre au numérateur du premier terme 
de la valeur de fx, la quantité H à la place de celle 
h=, et au dénominateur le nombre 1 à la place de #; 

H 
….+D+C JE BUS 
qu au reste on trouvera à se en RE 1e 
second membre de l'équation (601). 

600. Passons maintenant au développement de la 
formule (598), lorsque X est une fonction rationnelle 
de x. 

Faisant Ax = 1, il est aisé de conclure de l’équa- 
tion (587), que quelle que soit la valeur entière et po- 
sitive d’un nombre que nous représenterons par a, on 
aura toujours 


donnera c—— 


ainsi ce premier terme Se PPT 


D RE) ai A LNH Ar" 2... HA, |..(a) 

a° Rae nr F4 ( )» 
A,, À:,...À, étant des constantes fonctions de cellea, 
le signe + lorsque À est pair, Île signe — dans je 
cas contraire. Cela posé, reprenant notre équation 
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X 
(598), , et supposant X —x", on aura E ——— Ce 
x» atn—1) “#8 À: 
=> CCR 
+ A,]+c%— ; donc faisant pour abréger 


ren Re sur 


Ça—1} att—1)' 
il viendra Z fe es | = TE SDS 


Le (n—1)/ 
2 au TTE + cm1)’ EE y | + c (Er 4 Mais 


£ x LT I 


2 Catr—)T> —— >> Catr=:YT ——. A,Z Lam" She 


LA Em Léquat .(b)]; et d’aprèsl’équation(a), 


il est aise de voir que toutes ces intégrations par- 
ticulières étant effectuées, les intégrales respectives 
auront toutes pour facteur commun 


a@r—2)" 
ARTE CS Ai (ns) je: d'osie (c) N 
[1 a "La 


donc représentant par £ la somme de toutes ces in- 
tégrales divisées par la fraction Fe , On aura 


" at) 
s[2 CAE Er 
ar a) E 
La — a] Li a) Latr2) 5 


(n—1})/ 
—]) —_—2 y! 
mi Ë = | + ee pes ; 
L 
et continuant de même jusqu'à ce qu'on parvyienne à 


FÉES. a"\® : 
la première intégrale (=) , eusuite substituant la 


fr = 
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a’ Ua a zx à 
valeur de z(+) Z (5) etc. dans l'équation (598), 
on aura 
aa Cie d'a 

RE A ET AE La 
+ Ps Ca NP Cu” À + oo UP VOS 4 < c'aT + ca 
or ,il est évident que le numérateur du coefficient de 
EG est = HE A, et que le facteur de Æ À dans 
le dénominateur du même coellicient est ==1...+ D 


+ C +B + À en faisant toujours comme à l’article 
597, Q—1; on aura donc définitivement 


SR A ; 

, — PA UT UE Vs Er RAI U 2 C1)’ atr—1) Æ 

ie CRED ICE BEA C J 
Ho) Ta... car car... . (607). 

Mais il faut bien se rappeler que généralement nous 

représentons par #"” l'intégrale de £("—1)" divisée par 

le facteur commun à tous ses termes. 


(Con D 


Afin de rendre plus facile l'application de la théorie 
précédente , nous joignons le développement des for- 
mules de la table (588) , en supposant Ax = 1. 


ke == a*(1 ner Cr] 
EE al 1 FE 
Z = EE [ « — —— = : En) (608). 
ei cum Le ee ER 
” a 4a +1 


GQ—a) 
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EXEMPLE. Trouver le terme général de la série ré- 
currente et composée du second ordre 

1,0,—<11,—73,—370,— 1598etc.....(d), 
dont la loi est exprimée par l'équation 

f(x +90) = x + 7x LH 1)—19fx....(e). 

OnaA—12,B—=—7,X—x,n—=2,etlauxi- 
liaire est a — 7a +12—=o, d'où a — 3, a = 4; subs- 
tituant cette valeur de a’ dans la troisième équation 
de la table précédente, et n'ayant égard qu’à la pans 
comprise entre crochets; ona £ = x? + 5 æ+ 2: divi- 
sant cette équation par a*—5, et net par le moyen 
des trois premières formules de la table (608), en ne 
prenant de ces intégrales que les parties comprises 
entre crochets , il vient #—x?+ 3x +7, et substi- 
tuant cette valeur de À” ainsi que les valeurs numé- 
riques de A ,B,a et a’ dans l'équation (607), ona 


x? 15 x +1 
ie me eu ST EAN PS 
RAT 
et déterminant à l'ordinaire les constantes arbitraires c’, 
c, on a complètement 


22(Qx +15)4-34— 61.47 Lao. co 


108 

601. Si L une ou plusieurs des racines de l’auxiliaire 
sont égales à l'unité, la formule (6o7) sera en défaut, 
puisqu'alors on cr dénominateur 1 .+D-CHB 
A — o, ce qui donnera fx — oc. Mais on obviera 
ee à à cet inconvénient, en commençant par di 
viser l'auxiliaire par a— 1 élevé à la puissance marquée 
par le nombre de ses racines égales à l'unité, et 
faisant dans le quotient a—1; ce qui indiquera le nou 
veau diviseur qu'il-faudra donner à £t—1), I] est à 
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proposd'observer que dans les intégrations successives 
qu'on est obligé d'effectuer, il y en aura autant de 
simplement algébriques données par la table (579), 
qu'il y a de racines de l’auxiliaire égales à l'unité. 
Pour rendre ceci plus sensible par un exemple, pro- 
posons-nous de trouver le terme général de la suite 
récurrente du troisième ordre 1), 10 NO MIRAR | 
208 etc., dont la loi est exprimée par l’équation 


fx +3) = 2H 6f (re) — if (x + 1) + 6fx. 
Ona As 6, Bi, C=—6,X—x); 


d'où il suit que l’auxiliaire est a°— 6 a+ 11a—6= 0, 
dont les troisracines sont 1, 2 et 3 ; conséquemment je 
commence par diviser l’auxiliaire par a—1, ce qui donne 
a — 5a 4 6 —o,et mettant dans le premier membre 
l'unité à la place de a, il vient le nombre 2 par le- 


2 


; x Pres Va 

quelil faudra diviser £". Actuellement intégrant par 
le moyen de la troisième formule de la table (608), 
en supprimant toujours le facteur extérieur aux cro- 
chets, on a Ë —=x?+ x +41; ensuite divisant cette 
équation par 27, et intégrant toujours de la même 
manière, il vient l'équation £ = x°+ 8x +5, dont 
le second membre divisé par la troisième racine à, 
élevée à la puissance x, reste fonction algébrique ;: 
ainsi son intégration se trouvera par le moyen de la 

* | 
æ 11X 

table (579), ce qui donnera £" — 3 + x° + TZ à 
cela posé, l'équation (607) donnera 


1 3 a 11 Ù d 
+ À LH x 
fr RE RES orge + dar + c; 
| .2 
ra ° S 7» . . 3 
et déterminant à l'ordinaire les constantes, on aura 
complètement pour terme général de la suite récur- 
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rente proposée 


_or(x° + 5x + 11)4 7.37 — 54.927 + 69 
fF —— D OT SPP AE 7 
602. Nous n'avons jusqu’à présent intégré l’équa- 
tion aux différences (595) que dans le cas où les 
coefficiens À, B... sont constans ; mais si ces coef- 
ficiens sont fonctions de la variable x, il est malheu- 
reusement très-rare de pouvoir effectuer l'intégration; 
cependant l'équation 


f(x+1)—Ëfr =X..... (6oo), 
dans laquelle £ et X sont des fonctions de x, s'intègre 
assez aisément , ainsi qu’on va le voir. En effet, 
soit fait 


gr 


en représentant par ® et ® les caractéristiques de deux 
fonctions indéterminéesde x. De cette équation (a)on 
déduit celle f(x +1)—®(x+1)zp(æ+i); mais 
Eq(r Hi) —=ex+Epx; doncf(x+ 1)—0(x+i)px 
+ D (x ++ 1) Zpzx: substituant cette valeur def(x+1) 
ainsi que celle de fx féquat.(a)]|, dans l'équation pro- 
posée (60g) , il vient 
Co (x Hi) — Édr]Epx + ® (x Hi)ogx = X. 

Mais x étant une fonction indéterminée de x, on 


peut faire le coellicient de Zgx—o, ce qui donne 
pour déterminer dx, l'équation 


OL DT + 1)...... (b), 
et pour déterminer gx l'équation 


X 
QT — RÉAL CON 


Prenant les logarithmes des deux membres de l’équa- 
tion (b) et transposant , il vient Æ=4/œ(x+1) — Jox 


L 4 
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— Al$æ, donc {ox —x/#, d'où on tire 

br = el .. {d), 
et Ma cette valeur dans l'équation (b), 
vient ®(x + 1) — peÈlE donc l'équation (c) se re- 


— , d'où Epr=E——— E + c; 
ÈlE ze2té 


substituant cette AU de Zpx, ainsi que celle de 
dx [équat. (d)] dans BUS (a) , on a celle 


feet bae Et «| BTE (610), 


qui est l'intégrale ae demandée. 


RES : X 
duira à celle gx = ——- 


On pourrait si on voulait, substituer dans cette 
formule la valeur de Z/£ donnée par l'équation (591), 
en y faisant AË— 1. 

Avant de faire des applications, je préviens que 
je nomme séries récurrentes variables, celles dont la 
loi est exprimée par une équation aux différences qui 
a un ou plusieurs de ses termes avec un coeflicient 
variable. 

Cela posé, proposons-nous, en premier lieu, de 
trouver le terme général de la série récurrente va- 
riable , 1, 1, 6, 36, 240 etc., dont la loi est ex- 
priée par l'équation aux différences du premier 
ordre. 


f(x +3)=xfx + 2° (x — 1)(x —2)(x —5)..1...(e). 


Comparant identiquement cette équation avec celle 
(609), il vient£ = x et X — x? (x—1)(x—2)....1 


— gel Céquat. (592) ]. Substituant ces valeurs dans 
l'équation (610),ona 
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fx =(x-1)(x-2)(x-3).. .1(2x+c)—(x-1)(x-2)(x-8) 


Pour déterminer la constante c, j'observe que pour 
æ—920ona fc#-1, ce qui réduit l'équation précédente 
| 2.1+c 
PURE 
2 | 
f x (z— 1} (x — 2)(x —53)...1 
à 2 

ou plus simplement fr—1.3.4.5...x(x —1}), ce 

qui est le terme général demandé. 


d'où c —=0; on a donc complètement 


, 


Proposons-nous encore de trouver le terme général 
de la série récurrente variable 1, 1, 40, 3996, 
526304, etc. , dont la loi est exprimée par l'équation 


(xH1)=xt fx +5 xt (x—1)"— (aa), , ,02, 
Comparant cette équation avec celle (60q), on a 
he SOS EE, ESS GE ENS EE + 
= Br rse lt l'équat. (592) ]: substituant ces valeurs 


dans l'équation (610), il vient fr=— eZlx* ps3e ci, 


T 
et mettant à la place de elxT et de 537 , leurs va- 


leurs respectives (x—1}""".(x—2)"?,(x—3)7 5... 


z 


ETES) données par les équations (592) et (584), on a 


EF AND ATTINN Gr (ÊTES . Pour déter- 


miver la constante, nous observerons que quand x=—3, 
la série proposée donne fxr—40, donc 40 — 2(27<+c), 
d'où c——17; on a donç complètement fr — 2.3%.4. 
B°...(x — 1} (8— 7), ce qui est le terme général 
de la série proposée. 
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CHAPITRE IIT. 


Quelques notions sur l'intégration des formules 
et équations aux differences qui contiennent 
plusieurs variables. : 


603. BAR pour prendre la différence d'une 
fonction variable F(x, Y,:2....) entre un nombre 
quelconque de variables, on prend successivement 
cette différence par rapport à chacune des variables, 
en considérant les autres comme constantes ; il est 
clair que quand on voudra intégrer la différence d'un 
monome , il ne sera nécessaire que de prendre tous 
les termesaffectés de ladifférence d’une seule variable, 
et d'intégrer ces termes, ce qui donnera l'intégrale de la 
formule aux différences proposées, si celle-ci est 
exacte. Par exemple , soit proposé d'intégrer 2yxzAx 
+ 2°zAy + oxzAxAy + yzAx* + zAL'Ay + yx°Az 
+ 2yxAxAz + yAx’Az —L x’AyAz + 2xAxAYyAZ 
+Ax*Ay1z. Ne prenant que les deux termes 2yxzAx 
+ yzAx? qui renferment la seule différence de x, je 
les intègre par rapport à cette seule variable , céqui 
donne 2yZATEx + yzAX EX = Y22"— yzrûx+yzxûx 
— yzx°; donc si la formule proposée est une dif- 
férence exacte , son intégralé est y2x°; c'est ce qui 
a réellement lieu; car en prenant la différence de ce 
monome algébrique, on retrouve la formule pro- 
posée. | 
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604. Quand même la formule proposée serait la 
différence d’un polynome; la méthode d'intégration 
serait la même, si cé n’est que dans le cas où la va- 
riable par rapport à laquelle on intégrerait, ne mul— 
tiplierait pas tous les termes de la fonction dont la 
différence est proposée , il faudrait intégrer plusieurs 
autres termes, ou même, pour plus de sureté, tous 
les termes qui ne sont respectivement affectés que de 
Ja différence d’une seule variable ; ensuite, ajoutant 
toutes ces intégrales, on effaceroit les répétitions des 
termes répétés. Par exemple, soit proposé d'intégrer 
le polynome aux différences2ryAx + x°Ay + 22xA% 
+ YA + xAz* + 2°Ax + 2yAy + Aÿ° + 27AxAy 
+ Ax*Ay+ozAzAr + AzAx. Je mets à part les 
quatre derniers termes où se trouvent mélées les dif- 
férences Ax , Ay, Az, etintégrant seulement les huit 
premiers termes, jetrouve 2yAxEx—x’AyEzy°+2rAzEz 
—+ YAL°2x° + xAzE2° + 2°AxEx° + 9AYEy +Ay Ey° 
=YL" — YAAXH-L" y +2 — 22024 yxAxH-xz A2 x 
+ y — yAy +yAy; réduisant et effaçant les répéti- 
tions des termes répétés, on a le trinome yx°+-x2* 
—+y*, qui est surement l'intégrale de la formule pro- 
posée , si celle-ci est une différence exacte; c’est ce 
qu'on trouve être vrai en prenant la différence de l’in- 
tégrale obtenue. 


605. Dans quelques équations aux différences où il 
entre plusieurs variables, et qui ne peuvent se sou- 
mettre aux méthodes précédentes , il est cependant 
possible, par le moyen de certains artifices, d’en obtenir 
les intégrales ; telles sont, par exemple, toutes les équa- 
tions aux différences qui, en dernière analyse, peuvent 
se réduire à la forme 


Ay + fx +Fx—o.....(6ii). 
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En effet, faisant 


en représentant par w et Z deux fonctions indéter- 
minées de x, prenant la différence de l'équation (a), 
il vient 
Ay = AE + £Aw +A0AE.. PRO TE 

et substituant cette valeur de Ay ainsi que celle dey 
féquat. (a) ] dans la proposée (611), celle-ci deviendra 

OAË + ÉAw + AoAE LH oËffx + Fx —o....(c). 
Or, puisque £ et w sont des quantités indéterminées , 
on peut faire 

AE HoËfx —0....(d), 

ce qui réduit l'équation (c) à celle 

Edo + AwAË = — Fx..... (e). 
De l'équation (d) , on tire celle 


PR 
er fe... (P): 


et faisant £—e d'où AË=e(e4ñ—j3)—E (er), 
l'équation (f°) deviendra e* = 1 — fx , d'où... 
= Él(1 — fx) ; donc 

ke) EG 7). ), 


et par conséquent AF — 2 —f9r 4Q-f») — |: 
substituant ces valeurs de £ et AË dans l'équation (e), 


EE Fe #4 
il vient: Celle. An = GONE 
e2lQi—fx) + lai — fr)”. 
© = 2 Fret + enfin substituant 


ETC EU CEST 75 


cette valeur de wainsi que celle de £ [équat. (g) | dans 
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l'équation (a) , il vient 
af Fx 

y= c—e2/(1 f) s RICE ET CEE) DANE TG SE 
ce qui est l'intégrale complète de l'équation pro- 
posée (611). | 

EXEMPLE. {ntégrer l'équation 
Ay+y(i—x) Hx (x — 1)(x— 2) (x — 3)...1=0. 

Comparant cette équation avec celle (611), on a 
fr=1i-x, d'oùx=1—fx et Fx—x* (x—1)(x—2) 


= a et [équat. (591), en y faisant Ax — 1]. 

Substituant ces valeurs dans l'équation (612), on a 
3 

REC 2; = C— e2lx Zx*. Mais eëlx —_ 


3 
(x—1)(x—0)....1 [équat. (5g1)], et 2 


SAGEIT troisième équation de la table (5 , On 
LES: q (579 


a donc complètement pour l'intégrale de la proposée, 
l'équation 


Y—=c— x(xz—1)(x—2)..1 Gr—: +5) 
em me ne 
CHAPITRE IV. 


Application du Calcul intègral a la somma- 
tion des séries. 


606. Soir y” une fonction de x telle, qu’en y 
faisant suocessiyement yarier x suivant ses différences 
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constantes , on forme la série 


Vote Yes (0) ; 
dont y*’ est le terme général. Soit représentée par S 
la somme de cette série (a), et par S” la somme de 
la même série augmentée du terme y*+4%)", qui suit 
immédiatement celui y’, en mettant dans ce dernier 
terme x+-Ax à la place de x. Cela posé , il est clair 
que si de S’ on retranche S, la différence de ces deux 
sommes sera y(r+ A2); donc S' —S ou AS —y (G+ax), 
d'où S—2y%+4%) : mais il est clair que A Eaé 
est ce que devient y” lorsqu'on met dans cette dernière 
quantité x Ar à la place de x ; donc le terme somma- 
toire d’une série se déduit immédiatement de l'intégrale 
de son terme général , en mettant dans cette intégrale 
x + Ax à la place de x. Ainsi la lettre S étant prise 
pour caractéristique de la sommation, on exprimera 


analytiquement la relation de la sommation à l’intégra- 
tion par l'équation 


Se Et TN A (613). 


Pour faire une première application de cette for- 
mule , proposons-nous de sommer la suite 


u—b+e,8a—2b+e, 27a—5b+e, 64a—4b+e,etc.(b), 


dont le terme général est y” —ax?— bx + e,en pre- 
nant Az —1, c'ést ce que nous ferons dorénavant, 
jusqu'à ce que nous prévenions du contraire. Or, nous 
avons vu à l’article 571 que l'intégrale de ce terme 


3 2 22 
ia ax ax a—2b b + 9e 
énéral est x| —— —— )« nine 

; Lei ec er | 
+ const. ; donc substituant dans cette dernière for- 


mule x + 1 à la place de x, on aura pour terme soni- 
matoire de la série(b), | 
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a—92b 2e—b 


sr pret + 
+ const....... .(c). 


Afin de déterminer la constante , nous observerons que 
pour æ —1,0on a Sy*”—a —b +e, qui est le pre- 
mier terme de la série proposée (b); donc faisant 
æ — 1 dans l'équation (c), on aura a— b + e—a 
— b+ 2e +const., d'où const. ——e; ainsi on a 
complètement ni 


Fe + b J 
Syÿ=— + ax + æ+2e—0 || 


2 


x 
SALES 
CEE : 


6c7. La sommation d'une série se déduisant immé- 
diatement de l'intégration de son terme général , nous 
croyons devoir faire connaître une classe très-considé- 
rable de suites dont on trouve fort aisément le terme 
général , et par conséquent le terme sommatoire. 


Chaque terme de la série (@) [ art. 60b ] étant 
égal à celui qui le précède plus ou moins la diffé- 
rence qui existe entre ces deux termes, on aura la 
suite d'équations 
{Y=y Ay’, y" a M À Ay",y" = y Lee Aÿ”, CR 

NGC ETS AY NA La} 
Prenant les différences respectives de chacune de ces 
équations , on à | 
: {ay"=Ay +Aÿ, Aÿ"=Ay"ÆAÿ", Ay* = Aÿ" 
AY ny es DCE ASC DEL (D): 


Substituant la valeur de Aÿ” première équation du 
groupe (b) , dans la seconde équation du même groupe, 
la valeur de Ay” dans la troisième équation, et ainsi de 
suite par des substitutions successives, on parviendra 
à l'équation 
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ay AY E(x—1)A2y + (x 2: (x — 2) 44! 
Pa ED E— 9 Ce D y + etc....... (614). 


Par des substitutions successives et semblables dans 
les équations du groupe (a), il vient celle 


VE Ay” mn À IS Ay". stats 1 AY CONTE 
et substituant dans cette dernière équation les valeurs 
de Ay', Ay"….Ay®)" déduites de l’équation (614), 


faisant succéssivement x—1,2,...(x—1),0on a 
Y—=Y'E(x— 1)Ay alé ame | … ET 2) no 


(xz—1)(x—2) (x—3) , , C=-1)(-5) (9) (x-5) LÉ 4) "4 
RE CR AUS TUNER 0 
ete. MU 0)G 


donc dans toute série qui a ses différences d'un ordre 
quelconque constantes , on pourra parvenir à trouver 
immédiatement son terme général par le moyen de 
l'équation (615), et de là on déduira sans peine son 
terme sommatoire. En effet, le terme général (615) se 
composant alors d'une suite finie de puissances en- 
tières et positives de x, son intégrale sera donnée par 
les équations du groupe (579); or il est aisé de vé- 
,  æifier que le passage de >2x" à Sx" se faisant en 
mettant dans la première de ces deux quantités x +1 
à la place de x , il nv aura d'autre changement dans 
les formules (579 ), et plus généralement dans celle 
(580), que relativement au second terme, qui de né- 
satif deviendra positif. Ainsi généralement le terme 
sommatoire de la série 1, 2, 3m, 47,,.x"(X) est 


(*) On sait que Ja différence de l’ordre m de cette série est 
Sx" — 
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1 CATTRREA 
vn né br te Ts 2.3 
1 m(m—1)(m—2) m—3 

RE PEL am Letc.....(616). 


ExEMPLE. Trouver le terme sommatoire de la série 


41, 43, 47: D. 01€tC:..:(c), 


dont les quarante premiers termes sont tous des 
nombres premiers. 

Les différences premières de cette série forment la 
progression par différence = 2.4.6.8 etc. , ayant pour 
raison 2; donc y — 41, Ay—2, A°y= 2 et Ay = 0. 
Subitituant ces valeurs dans la formule (615), on a 
YA Ho2(c—i) Hi) (x—2) = 41 + (ai) ; 
donc S.y*— 41 S.x°ÆS.x—S.x; et substituant les 


valeurs de S.x° , S.x* et S.x déduites de l'équation 
(616), en y faisant successivement x— 0, x —3a 


3 
+. 1 T 
etx —1,0on aura S.y”— 41x + — 1m a + x 
5 


1 1 L ré 
Rs x° — 5x, où faisant les réductions, il viendra 


Sy" = = (1929 Lx)... :(d), 


ce qui est complètement le terne sommatoire de la 
série prayposée (c). 


608. Si l’on ne veut avoir le terme sommatoire qu’à 


constante; mais ce qui, du moins que je sache , n’était pas en- 
core connu, c’est que l'expression génerale de cette différence cons- 
tante est 
(st re — mets DER PRES CPR ERP ET Caen arr" 
v- 2 2.3 
me (m1) (m—2)(m—3 "ts 


aa 6 "À &—- à 1 | lu FE NOR : 
5.3 À 1 1:2.3.4 m 


2. 36 
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partir d'un terme déterminé, tel que le ni" par 
exemple, alors on ajoutera à la valeur de S .ÿy* une cons- 
tante qu'on déterminera, en faisant S.y”— 0 lorsque 
x=n—1.Ainsi dans l'exemple précédent, si l’on ne veut 
avoir le terme sommatoire qu’àcommencer du ni#"‘terme, 


on écrira Sy® — & te 192 + x°) + const, et faisant 
n—1 

à 
(125 +4 n° 2n), ce qui donnera complètement 


S.y7 De > [rG22+ 2) — (2 — 1)(123 + n° — on) |. 


Sy*’—o lorsquex—nx—1, on aura const. —— 


609. Mais le calcul des sommations de ces séries 
se simplifiera beaucoup, si nous trouvons directement 
l'expression du terme sommatoiré , c'est ce qui ne 
présente aucune difficulté ; car soit toujours 


D'ASD EEE ER RRS ST C 
la série proposée , on aura conséquemment Sy*—y" 
+ y" + y". ..+ y, et substituant dans cette équa- 
tionlesvaleursdey",y", .….y*’déduites de l’équation(615), 
en y faisant successivement x=—2,x—3,...x—x,on 
aura, toutes réductions faites, la formule 


Gr _- 1) A æ(x—x)(x—2) TA 

Sy®"= 2y" +———— Ay + RE EU FE A°y 
un etc #:{017). 

Appliquant cette formule à la série (c) de l’article 

606 , pour laquelle nous avons vu qu'on avait y —41, 

Ay—= . et'A*y = 2, on aura Sy” — 417 + x(x—1) 


Re [1934 (x —1)(3+x—0)] 


se de l 
= 301954 —i]= x (122 +a), expression 
4 L 


identique à celle (d) de l’article 607. 
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io. L'équation (581) se déduisant de celle (d) 
L'art. 572}, en faisant dans cette dernière équation 
p—0o, et l'équation (582) se déduisant de celle (d) 
citée précédemment , en y faisant p—Ax, il s'ensuit 
d'après la formule (613), que le second membre 
de l'équation (581) est l'intégrale du terme général 
x(x+Ax)(x+92Ax)...(x+nAx) d’une suite telle que 
a[a+Ax]...[(a+-Ax)+nAx],(a+Ax)[(a+Ax)+-Ax ] 
...[(a+Ar)+nAxr], (a+ 2Ax) [(a + 24x)+ Ax] 

...[(a+24r)+nAx] etc.....(618), 


et que le second membre de l'équation (582) est le 
terme sommatoire de la suite (618) : ainsion a géné- 
ralement 
Szx (x + Ax) (x +oAx)...(x + nAx) * 
_*(x+âr) (x+2 A x)...[x+(n+1) 4 x] PAT 
(a+02) A x 
Pour déterminer la constante, j’observe que lorsque 
x —a la série (618) se réduisant à son premier terme, 
sa somme se réduira aussi à Ce premier terme; 
on aura donc en faisant x —a dans le second membre 
de l'équation (a), celle 
a(a+ Ax)...(a+ nAx) 
__ a(a+Ax)(a+-2 A x)... [a+4-(n-1-1) A x] 


n+2)Azx = const. , 
d'où l’on tire RAS ____(a—Ax)a(a+Ax)...(atn Az), 
| (n+2)Ax d 


ainsi on a complètement 


Sx(x + Ax)(x+2Ax)..{(x+nAx) 
—T(x+ à r)fxta 4x)... [rH(n+1) Ax]—(a— Ar)a(at A x). (an A x) 6 
TP NE MAT De Test "a 19). 
EXEMPLE. Sommer la série 


2:0;8; 9:011,8.11,14,11.14:17, 14.17.20, etc. (b). 
(pb 
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Comparant cette suite avec celle (618), il vient a—2, 
Ax=5 et n—2: substituant ces valeurs dans l'équa- 
tion (619), on a 


Se(x+3)(x46) = COCO RRE, 


/ 


ce qui est complètement le terme sommatoire de la 
série proposée (b). 

611. Mettant, la caractéristique S à la place de 
celle Z dans le premier membre de l'équation (583), 
et mettant x+Ax à la place de æ dans le second 
membre de la même équation, on aura celle 


1 
Ë x(x+Ax) (x+24x)....(x+nAx) 


1 
” nAx(x+Ax)(r+sAvr). …(t+nAx) (a 


qui est le terme sommatoire d’une série telle que 


—= const. 


1 
a(a + Ax)...(a +nAx)? 
1 
(a+ Ax)f(a+ax) + Ar]...[(a+ Ax)+nAx]” 
1 
2 — © —  ————————cete.(6ac)}, 
Gran tra]. [(aps4r)-nar] ae 
Or, pour déterminer la constante de l'équation (a), 
j observe que pour x—a, la somme doit se réduire 
aupremier terme de la série (620) ; on aura donc 
u mn 
a(a+Ax)...(a+nAx) 
1 
+R ES 
nAx(a +Ax)...(c+nax) 
1 


D nBra( + 29) aan). (+ QD) 


CONS 


AUX DIFFÉRENCES. . 565 
ce qui donne complètement 


1 
TE + Ax)(x + 24r).......(x + ñAx) 
1 1 
7 nAx Fe +Ax)......[a+(n—1)Ax] 
CR er Pr (621) 

(x + Ax)(x+24x)...(x+nAx) “x ; 

Il est aisé de voir d’après cette équation que la limite 

transcendante [ voyez le renvoi de la page 220,tomef] 

des séries de la forme (620) , est la quantité 


1 
nax(a+Ax)...[a+(n—1)ax]? 

à laquelle se réduit le second membre de l'équation 

(621), lorsqu'on fait x — 05. On trouvera de cette 

manière en faisanta—1, Ax—1 ét n successive— 

ment —1,2,98,etc., que les limites transcendantes 

des séries 


1 1 ] 
1.2%913203 AA ES 

T 1 1 1 £ 
UE LR D AE 10 D EN RUES PL A 

1 } Li 1 1 
1.2.3.4 28.455.435 TA5.6°4567 ° 0% 


etc. -{'etc. 


612. En appliquant aux équations (589) et (690) 
le théorème 19) Cart. 6c6 |, on aura les équa- 
tions 

cos (x Ar) 


S.sin x = const. TT gsniAZ ..... ….. .(a) , 
sin (r + E Axe 

S.cos x — > — Heu de ee by, 

, const. + 2 5 SA x @7, 
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qui sont les termes sommatoires des séries respectives 
sina, sin(a— À x), sin(a+2 À x), sin (a+3 À xhetc....(622) 
cosa,cos(a-t- À x),cos(a+-2 A x),cos(a+3 À rhetc....(623). 

Mais pour x — a,onaS.sinx= sin aet S cos x—cos a; 

donc faisant r— a, les équations (a) et (b) se ré- 

duisent respectivement à celles 
cos(a—; Ax) 


const. — ——— ———— ,,,,,.. 
ea 2sin + Ax (c); 
sin (a—-+ A 
et const. = dt A 7) cd ARR AC 
2 SIN + AT 


on aura donc, toutes de LA faites , 


Es) apr ise] 


LE Mes + 


sin? HAE AN ONE 


(624) 


dr joe ..(625) 


cé qui sont les termes sommatoires complets des séries 
respectives (622) et (623). 

Si l’on fait Ax— a, alors les séries (622) et 
(623) se changent respectivement en celles 


MANN En 


S.cos x — 


Li 


sin à, sin 24, sin 3a, sin 4a...sin xa...... (626), 
cos a, COS 24, COS 54, COS 4. ..COSXA..... (627); 


ainsi le terme sommatoire de la série (626) est 


Sn 


sin = a 


Sxsin x = 


et celui de la série (627) est 


2 (EEE a (E) 


S COS 4Q = = —— 031029), 
| sin + 4 | 
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Dans ce même cas de Ax—a, l'équation (ce) se 
réduit à celle 
const. —}cotza......fe), 
et le dernier terme du second membre de l'équation 
(a) devient 


cos (xa Hi a) _ 2sin; acos (xa +; a} 


— 
- 


— 


HAT TEEN 
2 sin Fa 4 sim°+a 
2 sinËa cos ra COS; @— © Sin? ; @ Sin TA 
4 sin + a 


—-- 
——— 


7 


sina cos xa — sin xu + cosasin ra 
4Sin° > a 
sin (x + 1)a — sin xa 
Ses RAR] 5 
4Sin* «a 


sin (x +-1)a —-sin ra. 


done S sin xa —!:cot a— 
G ? 4sin° + a 


s , . CE . 1 
or,sil'onfaitx—2!,ona sin (e-Hiassinf 4(1+2Ve | 
15 


—sinza, donc Ssinoou— 2} cot!a; et faisanta— 1:00, 
il vient S sin ©100° — + : mais dans-le cas de Ax—a 
et de a—100° , tous les termes de la série (622) étant 
ajoutés, donnent pour somme 1+-0—:o-—1-—+0o—1etc. 
OUI—1H1—1+# 1 — 1 +Hetc.à l'infini = S sino5o° 
— }, ce quist conforme à ce qui est démontré en 


11 
C'est ainsi que bien souvent on rencontre dans les 
parties les plus élémentaires et Îles plus élevées des 
mathématiques , des points de contacts qui sont comme 
des vérificateurs de toute l'analyse qui a reproduit à 
une grande distance dans le cours de la science, une 
vérité que les premiers élémens avaient déjà fait con 
naître, 


algèbre , lorsqu'on développe en série la fonction ra ' 


568 . CALCUL INTÉGRAL 


De même on trouvera d’après les équations () et 
(d), que faisant Ax—aet x — co, on a Scos oo 
=— ;; donc en faisant a -7 100°, ou plus simplement, 
—9200°, on aura en changeant les signes des deux 
membres, la même équation que précédemment 1 — 1 
+ 1— 1 +'etc. à l'infini — EL Nous observerons de 
plus, que le second membre de l'équation S cos © & 
— —; étan® constant, on pourra, en donnant diffé- 
rentes valeurs à l’arc adans la somme cos a + cos aa 
+- cos 5a + etc. à l'infini, trouver que — ? est la li- 
mite transcendante des sommes respectives d'autant 
de séries numériques, qu’on aura donné de valeurs dif- 
férentes à l'arc a. 


613. Sachant sommerles séries des sinus et cosinus 
d'arcs qui croissent comme la suite naturelle des 
nombres,on saura aussi sommer les suites des puissances 
entières et positives des sinus et cosinus des mêmes arcs ; 
telles sont généralement les séries 


sin"a, sin"oa, sin"3a , sin”4a etc.....(630) 
cos"a, cos"2a, cos"3a, cos"4a etc....(631). 


En effet, écrivant les séries résultantes des dévelop- 
pemens de chacun des termes de la suite (630) [éq. 
(a) ou (b), art. 281, suivant que m est un nombre 
pair ou impair | les unes sous les aug , de manière 
que les coelficiens constans qui, évidemment , sont 
les mêmes pour tous les développemens, se corres- 
pondent dans la même colonne verticale ; chacune de 
ces colonnes formera une suite telle que cos pa, 
cos 9pa , cos Spa etc., ou sin pa, sin 9pa, sinSpaeic., 
suivant que m est un nombre pair ou impair, qu'on 
sommera aisément, en substituant pa à la place de a 
dans la formule (649) ou celle (628), suivant que m est 
pair ou impair: ainsi on aura les termes sommatoires 
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de toutes les séries qui entrent dans le développement 
de la proposée, (630). De plus, sim est un nombre 
pair , la dernière colonne verticale étant composée de 
simples constantes dont je représente la somme par Q, 
il est clair qu'outre les termes sommatoires de la 
forme (629), il y aura encore celuiQx. Par exemple, 
soit proposé de sommer la série 


sinfa, sin{2a , sin43a, sin{4a etc.....(a). 


Développant chacun des termes de cette suite, et 
écrivant ces développemens comme nous l'avons dit 
ci-dessus , on aura 


sinf a — + cos Aa—} cos 2a + À 

sinfaa — + cos Ba — + cos 4a + à 

PATATE 1 k 3 

sinfña — £cosi?a —+ cos 6a + à 
etc. 


Donc S sinfxa —2?$ cosa({a) —+S cos x(sa) +5 2; 
et substituant successivement 4a et 2a à la place de 
a dans la formule (620) , on aura 

171 cos{2(x + 1)a]sin (2xa) 


S sin“xa=- : 
“HA: Q LEA à ASIE 24 


cos( x L 1 jasin ae 8x 
sin G 4 


Le lecteur pourra s'exercer à sommer la série dont 
le terme général est sin*wa; enfin nous lui laissons le 
soin de trouver la méthode générale de sommer la série 
(631), ce qui n'a aucune difficulté d'aprés ce que 
nous venons de dire relativement à la sommation de 
la série (630). 

Il est à propos d’observer que sim est un nombre 
pair, la série (630) n'a pas de limite transcendante, 
puisqu’alors pour x =  , on a leterme Qxquientre 
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dans S sin"xa égal à l'infini. Mais si m est un nombre 
impair , alors tous les termes de la valeur deS sin”"xa 
étant de la forme de celui(628), ils auront tous une 
limite transcendante [art. 612], et la somme de toutes 
ces limites sera celle de la série (630). « 


614. Pour sommer les séries qui ont respective- 
ment les termes générauxz"sin"z et z'cos"z , il faudra 
développer sin”z et cos"z en suites des premières puis- 
sances des smus ou cosinus d'arcs multiples de celui 
z, ce qui réduira les sommations qu’on doit faire à 
celles de quantités de la forme z"sinpz et z'cospz , 
lesquelles se transforment respectivement en celles 


1 1 l 
—x"sinx et —-x" cos x, lorsqu'on fait pz = x; 
p m 


or, nous sayons intégrer et par conséquent sommer 
les formules x" sin x et x" cos x ['art. 581]; donc nous 
pourrons toujours intégrer z” sin”z et z” cos"z. 


615. Représentant toujours par fx le terme général 
des séries récurrentes composées, et dont l'ajoutée 
est exponentielle , on a S.fx— £f(x + 1) + c”’, en 
représentant par c” une constante arbitraire ; donc 
remontant à la formule (606), et effectuant les in- 
tégrations , on aura complètement l’équation 


hz+x 
SD PCR) 4 


hr: CAB A) 
cheats AE ct) pate DE Li 0 (632); 


dans laquêlle il y a 2 +1 constantes, qu'on déter- 
minera en faisant successivement x—1, 2, 3...n, 
et pour chacune de ces valeurs particulières de x, 
mettant à la place de S.fx, la somme effectuée d'un 
nombre de termes successifs de la série , à commencer 
du premier, égal à la valeur de x. 


Ce où | 
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ExEMPLE. Sommer la série récurrente 


1,10, 10, 6, 118, 174, 1614etc......(a), 
dont la loi est exprimée par l'équation 
f(x +02) — 4" — f(x +1) + 6Ex....(b). 
ÆComparant cette équation avec celle (595), on a 
A=—6,B—=1,n—9, X(—=h")=4", d'oùh=4. 


Ainsi l’auxiliaire de l'équation (b) est a? + a—6=o, 
d'où a—2 et à — — 3. Mettant la valeur de h(—4) 
dans l’auxiliaire, son premier membre devient 14, et 
multipliant ce nombre par À— 1 —3, on à 42 ; ainsi 
l'équation (632) deviendra 


2.h 
NT ET. CAS TE CRT PUER GES EL. nee (c). 


Faisant successivement dans cette équation x 1, 2 
et 3, ce qui donne pour les valeurs respectives de 
S.fx les nombres 1, 1+0— 1 eti +o<+10 = 11, 
on a les trois équations 1 — À + 4c + gc° + c", 
1— 2 + 8c— 970 cet 11 — ÈS + 16c4-81c/+c", 
d'où l’on tire c— 0,1; —#etc"——# : substi- 
tuant ces valeurs dans l’équation (c), il vient, toutes 
réductions faites 


Sa. 20.47+ 01.91% 07,87 — 35 

pret 210 f 
le signe supérieur si x est un nombre pair, l'inférieur 
däns le cas contraire. 

66. Si l’auxiliaire de l'équation qui exprime la loi 
des séries récurrentes dont nous venons de parler, a 
une ou plusieurs racines égales à l'unité; alors on 
aura dans l'équation (6352), un terme de la forme 
c(x + 1) : en effet, le terme général de la série ayant 
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autant de termes entièrement constans c, c’...qu'il ya de 
racines de l’auxiliaire égales à l’unité , la somme de 
toutes ces constantes arbitraires pourra êtrereprésentée 
par la seule lettre c dont l'intégrale est cÈx° — cx ; 
et passant au terme sommatoire, ce dernier terme 
deyiendrac(x+1).'Telle est, par exemple, la sérieg, 
1,4,19, 76 etc., dont la loi est exprimée par l’é- 
quation f (x+-2) — 3° + 3f{x+1)—ofx, quia pour 
auxiliaire l'équation & — 3a+9— 0 de laquelle on 
tire a’ —2 et a —1,; ainsi par les substitutions con- 
yenables , l'équation (632) se présente sous la forme 


+1 
Sfr re + cHc'25#t bc"; mais qu'il faut écrire 


sous celle 


fe 


et déterminant ni ordinaire les constantes c, ” c’,on 
a complètement 


rH1 
Sfax = ES (+1) —3.97 —7 | 


617. Si l’ajouté X est une quantité constante H , 
alors le premier terme de la valeur de fx dans l’équa- 


tion (606), se réduisant à la’ quantité - 


Hz 
AEC+F F2” 
aura d’autre changement à faire datés la formule (632), 
que de substituer au premier terme de la valeur de S.fx 

H(x +1) 
1...+C +B + À 
618. Un simple coup d'œil jeté sur le terme géné- 
ral (603) des suites récurrentes simples , fait tout de 
suite voir que le terme sommatoire de ces suites est 


..+C+B+À 


(art 599) dont l'intégrale est - iln'y 


Ja quantité 
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S.fx =catÆca ti cat... cat) }s 
Re ee a AUDIT 


Ainsi le terme sommatoire de la série récurrente 
simple (e) [art. 5a2]est S.fx = c(— 1)7+' + cart 
H+c"—Zzc+ecortiE c", le signe négatif si x est 
pair, le positif dansle cas contraire. Faisant succes- 
sivement x=1,2et 5, ce qui donne respectivement 
S.fx=1,S.fx—=1+o:=1et S.fx—1+o+2—83, 
on a les trois équations 1 ==c + c’.4+4c", 1=—c+80 
+ c'et3—= c+16c+c",d'oùcz+,c—}%etc" —=o; 
ainsi on a complètement S.fr—Z + +527+1, 

619. Si l'ajoutée X étant égale à la quantité ex- 
ponentielle À? , on a A— à une desracines de l’auxi- 
liaire , alorsil est clair que la formule (632) ne pourra 
plus servir, puisqu'elle donneraS .fx ==  :; il faudra 
donc alors recourir à la formule (598) pour avoir le 
terme général fx, en observant que X étant #7, 
et at) pouvant toujours représenter la racine de 
l'auxiliaire que nous supposons — } , on aura 

X h= 


PR AP 7: LS NES PESTE 2". 0 — : 
At D ee Ms EURE x+c; 


ainsi dans les intégrations successives , pour avoir fx, 
on aura à intégrer des quantités de la forme xa® dont 
nous ayons donné, l'intégrale à l’article 578. 

Ayant la valeur de fx, on intégrera, eton mettra 
x + 1 à da place de x dans l'intégrale pour avoir le 
terme sommatoire. 


2 
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CHAPITRE V. 


Usage du Calcul intégral aux différentielles, 
ou calcul intégral proprement dit, dans le 
Calcul intégral aux différences, et dans 
le calcul des sommations. 


620. FRS des équations différentielles 
peut mener immédiatement à lalimitetranscendante des 
sommes des séries qui convergent sans cesse , sans pou- 
voir jamais atteindre à un termé nul, et qu'on pour- 
rait par cette raison appeler séries asymptotiques. En 
effet, si la série est numérique , il n’y aura qu'à égaler 
sa somme à une variable y, ensuite y introduire une 
variable x qui la rende à son état primitif lorsqu'on 
fait x — 1; cela fait, si on peut parvenir en diffé- 
rentiant successivement l'équation résultante par rap- 
port à y et x, en considérant dx comme constante à 
une formule différentielle d’un nombre limité de 
termes , telle que d'y—F(x, dx, dx°...dx"), dans 
Jaquelle sont comprises les constantes déterminées de 
la série proposée , alors il n’y aura qu'à intégrer cette 
dernière équation , déterminer convenablement les n 
constantes arbitraires, ce qui donnera complètement 
une équation primitive y— F'(x), dans laquelle F’(x) 
représente une fonction limitée de x et des constantes 
de la série : ainsi faisant dans cette équationx—=1, 
on aura la somme de la série proposée poussée à l'in- 
fini; c’est-à-dire sa limite transcendante. 
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La mème méthode pourra servir à trouver la limite 
transcendante d’une formule variable de la nature des 
séries asymptotiques. En voici des exemples.” 
1°. Trouver la limite transcendante de la somme 
de la série 


1 1 
a(a +1).. .(a+-n)? (a +1)(a+42)...(a+n<+:1) ? 
1 

prier time monte QUE 1 € : 

G@ +2)@a +3)... .@+n+2)°" (a) 
Faisons y— à la somme de cette série , et multiplions 
chaque terme de la suite par x élevée à une puissance 
marquée par le dernier facteur du terme correspondant, 
ce qui donnera l'équation 

xt xt+a-+i 
? | a(a+1).. TD MG EDG) CEE ED ’ 
laquelle étant différentiée n + 1 fois de suite, donne 
l'équation différentielle du (7 + 1)"* ordre 
d'y =(aT + 2H HE xt etc. à l'infini)dx”, 


ou faisant attention que la série entre parenthèses est 


71 end À 


le développement de on aura l'équation 


1x" 


I—X 

qui est de la forme de celle (401), [art. 409], et dont 
conséquemment l’intégralé est donnée par la méthode 
enseignee à l'article 4og. Effectuant les calculs, et 
faisant dans le résultat x — 1 , on trouvera complète- 


ment 
1 


ÈS na(a +- 1)(a+2)...(a+n—:1)? 
ce qui est conforme à ce que nous ayons trouyé à 


l'article 611, ä 
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IT°. On demande la limite transcendante de la for- 
mule “ 


dans laquelle n représente un nombre entier et po- 
suiif. 

Faisant la formule (a) — y , et différentiant n fois 
de suite, en prenant dx constante , on parvient à l’é- 
quation d'y —=ydx" qui est de la forme de celle(440), 
et dont l'auxiliaire m"—1 — 0 , pent toujours se ré- 
soudre complètement (note 1 de la première section du 
Calcul intégral , tome I, page 467); ainsi on pourra 
toujours trouver par le moyen de la formule (441), la 
valeur demandée de y. Soit, par exemple , supposé que 
n —2,c'est-à-dire , qu’on a à trouver la limite trans- 
cendante de la formule 

Œ? ue, % 
PER VUE dia 4e 2) LS 4 56 
Egalant cette formule à y, et différentiant deux fois 
de suite, on aura l'équation linéaire du second ordre 
d'y — ydx*, qui a pour auxiliaire m°— 1 — 0, d'où 
m1etm——1, ainsi la formule (441) donne 

Vice # CEE (0) 

Afin de déterminer les constantes c et ce”, j'observe 
que pour 3—0, la série proposée (b) donney = 1, 
et que pour æ=4 la même formule donne 


étc.,.2.(8). 


L Ù 
= il — + —— — etc. 
Y | + La oué 1 
ce qui est la valeur du cosinusde l'arc du cercle égal 
aurayon; donc représentantcet arc qui est —63°,60 1977 
par a, on aur4# pour x = 1, y qui sera—@; ainsi substi- 
tuant 
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tuant successivement ces valeurs x=—0, y—1,etxæ 1, 
y = a dans l'équation (c), on aura les deux équations 
suivantes 1=c+c" et a ce+- c'e", d'où on tire 
ue —= 1 Le + -eKe-n) 

." 26" 1 C*—1 
Jeurs dans l'équation (c), on aura 


(ae —1)e" Her (e— Lot 


0 
‘Ær: a 


: enfin substituant ces ya 


ce qui est complètement la limite transcendante de 


la formule (b). 


621. Représentant par y une fonction de x, nous 
ävons déterminé par le seul secours du calcul aux dif 
Férences, la valeur de Xy dans un assez grand nombre 
de cas, mais cependant trop petit, lorsqu'on consi- 
dère qu'il reste encore un bien plus grand nombre dé 
cas où la méthode précédente est insuffisante. Cette 
observation, qu'il était aisé de faire, mais qui présentait 
des inconvéniens auxquels il n'était pas aussi aisé de 
remédier , a donné l’idée aux analystes de se servir du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral, concurrem- 
ment avec le calcul intégral aux différences , pour 
trouver là valeur de £ÿ dépendante de l’intégration 
de fonctions différentielles dont l'usage, beaucoup plus 
étendu que celui de l’intégration des fonctions aux 
seules différences, rend aussi l'expression de Zÿ beau-- 
coup plus générale. Euler est parvenu à ce butd’une 
manière très -ingénieuse, que nous allons faire con- 
naître. 

Soit z une fonction de x , ce qui donnera, d'après le 
théorème de T'ailor, [form. (39), art. 381. 

dz d'zxAx" d'a At: 
Be Ax + ÿ TES 553 - etc. &, 


2, 97 


/ 
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et intégrant par différence cette équation , il vient 


HUM AL de Ar 47 


RNA EEE Dire TE 22 3 T5 3 + etc.. :#(h}e 


Le 4, dz te d’z d 
Faisant actuellement EF d'où z=/fydx, -— Hi +: 
3 2 { 
= D etc., l'équation (b) deviendra 
À. 2 2 4 
pd = ay +23 + 2j + etc., 
d'où ontire, 
1 At d dy 
DE AP 6 D RTS ot ss DE OT — ete. ...(o). 
Mettant dans cette équation à la place de y , elle 
donnera 
; 4 Ægés dy SA 
AE = y ET ete... .(d). 


Faisant de même pour cette dernière équation , et 
successivement de même pour les suivantes, on aura 
d'y 1 dy Ar dy __ A, dty 
Ur AD AE DA MIT LD Nec: 

rate Pate se Ps TN RUE 
CU AD QAR NA EC TT A ONE. ë 


et ainsi de suite, en prolongeant indéfiniment ces 
équations; on aura donc par des substitutions suc- 
cessives depuis l'équation (c) , jusqu'à une autre équa- 
tion quelconque prise indéfiniment dans les suivantes, 
une équation de la forme 


“rate dy , Ey 
2y= x fydx + Ay + Bax + CAx ne 
2 


dè 
+ DAz TD +- etc... .(634); 


AUX DIFFÉRENCES. 1970: 
dans laquelle A, B, C, D .... représéntent les coef-" 
ficiens numériques, lesquels sont ‘évidemment , indé- 
pendans de la valeut de y et qui- pr conséquent 
resteront les mêmes, quelque valeur qu'on supfse 
à y en fonctions de x. Cela posé, voici comment 
Eulér est parvenu à ‘obtenir les valeurs numériques 


de A, B,C eic.;ila fait y —e, d'où Eyÿ= 
REY LE 


Céquat. (584) 1, fdx=er, et généralement “ol = 7. 


Substituant ces valeurs dans l'équation (634) et di- 
visant par i il vient 
1 


AE 


Es +5 FA+-Bar+ Car’ Loan etc.....(e). 


Or ,.il est aisé de voir sie le : développement de 
AN ne EPA TOR CU 

(e9T— 1) ou vas etc: ) , par 

rapport aux puissances SP ee de Ax est de la 


forme de la série (e); donc les coefficiens de la for- 
mule (634) ne sont autre chose que ceux du dévélop= 


pement de (e* 7 Cependant ce développement 
préseute quelques longueurs de calcul que je vais éviter, 
en faisant voir que nous avons déjà les valeurs nu- 
mériques de À, B, C... toutes calculées, et pour 
cela, au lieu de Pate comme Euler, y — e* , je vais 
Eire) y" », M HADEÉSEDANL un nombre quelconque. 
Cela posé, on aura * 


m1 2 
Or — — Ras — mx" dy — m(m—1)x"s, 


m+1 ? dx AE Xe 
étgénéralement 


dr 
D = mm 1m 3)... (mp4 i)e"r. 
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Substituant ces valeurs dans l'équation (634), on aura 


ii 
PA à mes Re + Ax" + BAxmaæm—i 


SA 2'm(m- 1)x"2 DA m(m—1)(m—92)x"3+etc.; 
et comparant cette équation avec celle de il viendra 


A, B=—— —— ,C—0, D—— & 7578 F0 etc. 


Enfin substituant ces valeurs dans l'équation (634) , on 
aura 


1 Care D mOn 


Hess 
ne As Sy 6g1 "Ar d'ys 
62,3...11dx :102.3...16 dx" 
485 an dy 567 ae d'y 
D'MOn ID dL 5% 2-9, AA 
#43807 Ar? d'y 1922977 ‘Ax9 dy 
42. 91, tro der El 110 249...21 de 


— etc.  const...... (635). 


Cette série sera finie si la fonction y de x ne se com- 

pose que de puissances entières et positives de x, puis- 

qu'alors p étant je suppose un nombre entier positif , 

et la plus haute puissance de 2 dans la valeur de, 
dPp+i 


Te = 0 : dans tous . autres cas la série 
À 


on aura 


est interminable. 


Si l’on fait y—e* dans la formule précédente, 
on aura - 


- AUX DIFFÉRENCES. 5$S1 
Lé, TN 1 1 x 1 Ax° Y Ax° 
Or NE 219290 09.94.91.,6 a3027 
3 Azx? 
nn —— eric tr 636 À 
10 is ( ) 


Ainsi par l’heureux choix que nous avons fait de l’é- 
quation y —x" à la place de celle y —e* pour avoir 
les valeurs numériques des coefliciens A , B... de l’é- 
quation (634), nous avons obtenu sans calcul la vraie 
valeur de Xy avec un nombre plus que suflisant de 


termes dans l'usage ordinaire , et celle de (e®*—1)7+r 
avec un même nombre determes. Au reste si ce nombre 
de coelliciens numériques , déjà calculés , ne suflisait 
pas , on pourrait obtenir les Suivans par le moyen des 


formules du groupe d'équations (579) de l’article 571. 


622. Si y représente leterme général fr d'une série, 
il faudra, pour ‘avoir le terme sommatoire , mettre 
dans l'expression de y , obtenue par le moyen de l’é- 
quation (655), la quantité x + Ar à la place de x. 


EXEMPLE. Sommer la suite 41, 43, 47, 53, 
dont le terme géncral est y —41+x(x—1) en pis 
nant AX = 1, 

D) re HŸ 

Nou ‘dx — DT RE UE ME. D 

ous avons /ÿdx —41x4 3 ETS 


dd Vs 
Te — 2. Substituant ces valeurs dans l'équation 
D 


—2T —1, 


æ 41 x x 
(655) , il Paee 41X + PRE Le 
ir —— _ + const. Réduisant et comprenant 


dans la constante arbitraire , la somme a trois fracuons 


Lne a25 
constantes , on a Z2y = 3 — SE à æ + const. ; 


L 
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3 
donc ur GE — (x + 1} + ie —— x + const. 


192 
EE 3 + const. Mais TS 1 , la série 


pe donne S.y=—= 41; donc const. —= 41 — {1—0; 
LS. x | 
ainsi On à complètement , Sy 2 (1229 + x°) ,ce qui 


est le même résultat que celui trouvé à l’article (607), 
où le terme général était représenté par y°’. 


623. L'intégration par différenicé des fonctions va- 
riables , et de là la sommation des suites, peut quel- 
quefois s'opérer d'une manière plus pete par les 
méthodes enseignées dans les chapitres précédens ; 
mais comme nous Favoñs déjà dit, on sera obligé le 
plus souvent , dé recourir dans ces DE di et som- 
mations , à la formule (635); nous allons même finir 
cet'ouvrage par l'examen d’un cas où il nous parait 
impossible d'obtenir la sommation avec une approxi- 
mation suffisante ‘, par une formule d'un petit nombre 
de termes, sans le secours de là formule (635). En 
effet, prenant pour simplifier À x — 1, la formule (591), 
dans laquelle nous mettrons x + 1 à la place de x 
pour avoir S./x, ne peut jamais nous donner que 
S.x = l{x(a—1)(x—2...1], ou S.lx—l2+134l4. 
x, ce qui est l'addition toute pure de tous les 
termes de la série qu'on veut sommer. 


Mais si nous nous servons de la formule (635), alors 
Faisant y—/x, nous aurons /ydx = fdxlx = xlx — x 
4 L | y 1 ! ! ’ 
équat. (a), art. 260, —-, et généralement l’or- 
Ç q ( 1N J, d£ n° 5 
dre n de différentiation étant impair, ce quia ul 
AY "3.0 .4...1—1 


dx — x" 


lieu dans l'équation (635), on a 


AUX DIFFÉRENCES. | 583 


[form. (37), art 36]. Substituant ces valeurs dans l’é- 
quation (635), il vient 


1 rt 

Ex = Lie ve Ur L' — — etc! const. 
2 + 174,048 23 

Mais S/x étant la somme des x—1 premiers termes 

de la suite /1, l2, 133...[(x—1), Lx; et S.lx étant la 

somme des x premiers termes de la même suite, on 

a Six —Slx+lx; donc 


1 I 1 


Ix — RE RO M LIRE D RMS | 2 2 
NES PRE PS PRE 0:9.9-:4,0€! 
+ etc. + const......... (a). 


624. Cette valeur de S./x finissant par diverger lors- 
qu'on fait x — 1 ,on ne peut.déterminer d’après cette 
hypothèse la constante arbitraire; enfin la détermina- 
tion de cette constante présente des difficultés qui ne 
pouvaient être vaincues que par un géomètre tel que 
Euler. Voici comment cet homme célèbre y gst.par- 
venu, il est parti de ce beau théorème de Wallis 


7 _2.2.4:410:6,8.8.10,10.12. etc- 58 (637), 


DT NAPE SET DT Tee D IT Tlerele 

que j'ai démontré dans mes Mélanges mathématiques 
par la simple analyse algébrique, en la réduisant à 
une expression beaucoup plus simple , et qui se dé- 
montre aussi par les intégrales prises entre des limites, 
de la manière suivante. 


Sil'ona=1 fait, dansla formule (151) (art.220)onaura 


TEE 2adx ai 
pourx—0 l'intégrale | —— — const. ; et si l'on 
Via | 
x1dx 1.3.5...9qg—1 # 


fait x —1, on aura 


V1 — x 142,4: qudt da 


+ const. ; d’où on conclura qu'entre les limites x — Q 
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et T—=1,onaà 


De même faisant dans la formule (155) a — 1 etb—1, 


on trouvera qu'entre les limites dex —o etx—:1, 
on a 


eme SE 2.4.6...2q Gt 
Vi—zx  1.3.5...(0q+ Me 30 Pl 


et divisant l'équation (b) par celle {a), il vient 


Vi x j ny LE des Le a 

dr 7 1.8.8.5.5.7.7....(2q—1) (2q—1) eq) 
Vie 

Mais le numérateur du premier membre de cette 


équation devient égal à son dénominateur lorsque q = +; 
donc dans ce cas là , mettant l'unité dans le premier 


e . 7 . ! 7 
membre, multipliant l'équation résultante par D et 


prenant les numérateur et dénominateur du second 
membre avec un nombre illimité de facteurs , puisque 


d'après l'hypothèse de g — co, ce nombre de facteurs 


est interminable, on a l'équation que nous voulions 
demontrer. 


625. Cela posé, passant des nombres aux loga- 
rithmes , l'équation (637, se changera en celle 
en de al ) 
— Dh—o2/5—015—0l7...—02l(2x—5)—021 (2x—1))° © 


1 
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dans laquelle il faut bien faire attention que 2/2x et 
2/(2x — 1) sont respectivement les termes généraux 
de la série positive et de lassérie négative, et non les 
derniers termes de ces séries qui sont interminables ; 
c'est ce qui aura de mêmelieu dans lesséries suivantes. 


Actuellement nous observerons que prenant x, 
la formule (a) de l’article 623 donne 


S.lx ou l1 +-l2+ 73 + 14. Atx = (x +) /x— x 
+ const.....(b), | 


et mettant 2x à la place de x, il vient 
li+ lo + /54U4...+lox=(ox4)l/2x—2x+-const...(c). 
Ajontant à l'équation (b) celle /2 + /2 +104 lo... 


Ésxia, on a 


lo LI4 +HIG+I8... + Mori Vie — x + xla 


De l'équation (ce) retranchant celle (d), et faisant at- 


tention que (2x +3)/ax— (2x + 5)/x + (ox + : )l, 


on a, toutes réductions faites 


405-4157... (ox —1)—xlx + (x + 2 lo—x...(e): 


enfin doublant l'équation (d) , passant un des deux /2x 
dans le second membre, de ce double de (d) retran- 
chant le double de l'équation (e), et faisant la ré- 
duction , on a 


212+9144216+218...+921(x—0)4lax 


ARR 2e ot) ES a —2const. — 2/2. 


Mais le premier membre de cette équation est égal à 
{7 — l2, on a donc 2 const. — #7 + Jo, ou const. 
—= à l27. Substituant cette valeur dans l’équation (a) 
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de l’article (Es) » On a complètement 


1 1 1 
29.3.% 63.4.5.x 


+ etc. à : LT. 


S. Îx = xlx 7 slx—x+: 


Par le moyen de cette formule on trouve que re- 
présentant par log. les logarithmes tabulaires , c’est- 
à-dire dans le système qui a pour base 10, on a 
log 1 Hlog 24 log3..+log1000 ou log[1.2.3...r000] 
— 2567,6046442221528 ; ainsile produit de 1.2.3...100, 
se compose de 2568 chiffres , et il est aisé de voir par 
le moyen des tables, que le nombre en question est 
compris entre 4023872 suivi de 2561 zéros et 4023873 
suivi du même nombre de zéros. 


APPENDICE. 


Dans les applications de la théorie des quadratures L'art. 532, 
chap. LE, sect. V ], nous avons oublié qu’à la page 217 du 
tome [er, nous annoncions que dans ce Caleul Intégral nous don- 
nerions la quadrature de la lemnicaste, fig. 11 du Calcul Différen- 
tiel. Nous allons réparer cette omission. 

Nous avons vu à l’article 167 que l'équation de cette courbe est 


Aa xdi Va =>? 
a 


FE — ? 


, donc dæ(— dx) [équat. 555]— 
* 
(a? — 
3a 
ATEN. À a—(a?—x?)à 
#—=0,donc const. ==; ; ainsi on à complètementæ— STE PPT à 


Si on fait x—a, on à pour l'aire d’une demi-feuille de la courbe 


x?) : 
d’où æ — const. — E Cart. a1a ]. Mais lorsque x—o, on à 


a? . . . , 
æ—— ; donc l'aire de la lemnicaste entière est égale à celle du 
5 


tiers du quarré formé sur l’axe BC de la courbe. 
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CHAPITRE IL. Des équations différentielles du premier 


ordre à plusieurs variables, et examen des formes 
qu’elles doivent avoir après la différentiation immé- 
diate des équations primitives dans lesquelles on à@ 
isolé la constante qui doit étre éliminée. 


330. De la forme sous laquelle se présente presque toujours une 
équation différentielle, et des cas où l'isolement dans 
l'équation primitive de la constante qui à disparu par la 
différentiation , donne , ou ne donne pas de dénomina- 
teurs variables à la différentielle immédiate , 24 

331. Des conditions qui doivent avoir lieu dans équation primi- 
tive, pour que sa differentielle puisse s’intégrer comme 
les fonctions différentielles exactes à plusieurs variables, 25 

332. D'un cas qui se ramène aisément au précédent, ibid, 

335,354. Des deux cas où la constante éliminée dans la difé- 


rentiation immédiate de l'équation n'étant combinée avec 


les variables que par voie d'addition , on ne peut cepen- 
dant intégrer lequation différentielle, qu'après y avoir 
rétabli certains facteurs ou diviseurs variables qui étaient 
dans la différentielle immédiate de l’équation primitive, 26 
335. Du cas où dans l'équation primitive de l'équation difté- 
rentielle proposée, la constante éliminée se trouve engagée 


avec des variables par voie de multiplication, ibid. 
336. Résumé de l’examen dont nous nous sommes occupé dans 
ce chapitre, 27 


CHAPITRE III. De l'intégration des équations diffé- 
rentielles du premier ordre à deux variables. 

337. De la séparation des variables, | _ 29 

338. Cette séparation peut toujours s'effectuer sur les équations 

différentielles à denx termes, 30 

. De la transformation générale de toute équation différeu- 


LAS) 
Ci 
Æ 
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tielle homogène à deux variables en une autre dans la- 
Art. quelle les variables sont séparées , page 3a 
340, Où nous ramenons lintégration d’une équation hétérogène 
à celle de l'équation homogène , traitée dans l’article pré- 


cédent, 36 
Cas d'exception , et integration de la proposée dans ce 
méme Cas, 37 


**341. Intégration des équations de la forme 
AF(y)d.F(x) +BF(x)dF(y) + f(r)dy = 0...(296), 38 
342. Intégration des équations linéaires du premier ordre,  4o 
343. Toute équation de la forme 


dy + yXdx'+ yrti dx = 0. (on, 
dans laquelle X et £ représentent des fonctions quelconques 
de x, peut toujours se ramener à la forme de celle (298) 


que lon a intégrée précédemment, d 45 
44. Intégration de l'écusHèt 


axdy + bydx + xty"(nxdy + HE) = 0..(303), 46 

345, 336. Des cas où l’on a dans l'équation (3 0) ac = bm et 

pm—=ne, ou seulement ac = bm : 48 

347- Intégration de l'équation F(xr,y,dx,dy) =, lorsqu’elle est le 

produit de Péquation primitive 4(x, y )= 0 par l’équa 

tion différentielle f(x , y, dx, dy)=0, 49 

348. Relation qui doit exister entre les exposans des variables de 
l'équation hétérogène, 

(Axayt + Bye + Cxfye + etc )dx 
+(Drs'yt+ Exc'ye + Grf'ye’ + etc.) dy = 0, 

afin qu'elle puisse être transformée en une équation ho- 

mogène , 5x 

3/9. Application à l'équation générale à trois termes 

dx + ax"y"dx = bxryidy... (307), Fa 

350. Lorsque l'équation de condition (308) n’est pas satisfaite, 

on peut transformer l’équation (397) en une autre qui 


pourra être intégrée dans unnembre infini de cas, 54 
351. Equation du comte Riccati, et détermination de tous les 
cas dans lesquels elle est séparable, 55 


352. Toute équation diffcrentiellë de la forme 
dy = axPdx + by?xtdx......(318), 
dans laquelle 4 représente un nombre quelconque diffé 
rent de l’unité, pourra se transformer en une autre équa- 
tion de la forme de celle du comte Riccat, 6; 
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Art. 

353. Conditions nécessaires pour que léquation 
dy = aÿ°dx + bamdx + pyatdx. (319) ; 
se réduise à une équation à trois termes et de la forme 
de celle du comte Riceati, page 62 

354. Mêmes recherches pour l’équation 
dy =ay?x"dx + bxmdx + pyxidx......(323) 63 

355. Des équations différentielles et séparées entre deux variables 
dont chaque terme s'intègre seulement par les logarith mes, 
ou seulement par les arcs de cercle, et dont on obtient 
les intégrales algébriques , 64 

356. Lorsque l'équation différentielle séparéequ’on veut intégrer, 
a des termes qui ont leurs intégrales logarithmiques affec- 
tées de l’imaginaire ÿ—1, et d’autres termes dont les 
intégrales logarithmiques ne sont pas affectées de cette 
imaginaire, on ne peut obtenir l’intégrale algébrique d’une 
parcille équation | 67 

. CHAPITRE IV. De la méthode générale des facteurs 

pour intégrer les équations différentielles du premier 
ordre a plusieurs variables, lorsque ces équations , 
dans leur état primitif, ne sont pus exactement inté- 
grables. 

357. Définition de cette méthode, 69 

358. Equation générale renfermant le facteur qui rend inte- 


grable les équations différentielles à deux variables , 70 
7 « ” 


*#359. Réduction des Ée équations de condition, servant à véri- 
(a —1X{n=—2) 
2 

équations de condition, et équation de condition servant 
à vérifier si une équation différentielle à trois variables est 
susceptible de devenir intégrable par la multiplication d’un 
facteur, << T2 
360. Toute équation différentielle à deux variables est susceptible 
d’être intégrée exactement par la multiplication d’un 
facteur, 75 
351. [n’en est pas de même de l’équation à trois variables (328), 
si celle de condition (330) n’est pas satisfaite : mais dans 
ce cas là, l'équation (328) n’est pas absurde, et elle peut 
être satisfaite par le rapport des variables déduit de lé- 
quation de condition (330) , 75 


RE PRE 
à mn(m—1){m—2), 4 M, Ne 
362. Au lieu de mn La ad équations de condition sem 


fier si une fonction différentielle est exacte, à 
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blables à celle (330), servant à vérifier si une équation 

différentielle à m variables est intégrable par la multipli- 

cation d’un facteur, l’on n’a besoin que d’en calculer 

Am (mm), page: 76 

2 8 

363. Expression du facteur qui rend intégrables les équations 
différentielles homogènes, 7 

*304. La règle précédente est en défaut lorsque le degré d’ ho- 

mogénéité est nul: moyen d’obvier à cet inconvénient ; 80 

365. Lorsque Le moyen indiqué dans l’article précédent offre des 

difficultés , quelquefois insurmontables , on à recours à 

une transformation qui conduit à une équation ayant 

une variable de moins que la proposée , et qui se separe 

aisément.,si cette dernière équation ne renferme que trois 

variables, et est susceptible d’une intégration exacte , 84 

Ilest souvént possible de se servir avecavantage d’un procédé 

semblable à celui indiqué dans l’article précédent , lors 

même que l’intégrale de la proposée n’est pas d’un degré 

nul d homogentité , ; 85 

On trouve fort aisément Je facteur qui rend intégrables les 

équations diferentielles qui ne sont pas homogènes , mais 

qui sont susceptibles d’avoir une transformée homogène , 

. 07 

368. Lorsqu'on connaît un seul facteur capable de rendre inté- 

grable une fonction différentieile, on pourra en trouver 

un nombre infini d’autres qui produiront le même 


366. 


effet, FR 
CHAPITRE V. De la méthode inverse des facteurs. 
369. Définition de cette méthode, 58 


370. 


Recherches sur Ja relation qui doit exister entre les fonc- 
tions indeterminées X , X”’ de x qui entrent dans l’équa- 
tion Xydx + X’dx +yudy = 0...(333) et celles £, £”, 
Etm—2) de inéme nature qui entrent dans l’expression du 
facteur 


_ I 997 
"7 Lan 2 LE 9) dope me + m—a Li ym—s, à .+ £Vr—2)"] Ve GP) 2 
pour que lequation (333) soit exaciement intégrable en 
la mulüipliant par le facteur 8, &9 
351, Où lon determine la relation qui doit exister entre X'et 
xe pour, que les lois equations differentielles inexactes 
Xydx + X’dx + y dy A 
Xydx + X"d; + ydy =0 


Rs EDGE 
Xydx + X’dy + xda mu" 
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deviennent exactes en les multipliant par le factur 
Art 0=(xÆ+y)r.....(848), page 97 
372. Enfin, nous cherchons la relation qui doit exister entre 
les AE? X, £ et £ de x pour que les équations 
différentielles inexactes de la forme 
dy +-y°dx+ Xdx = 0......(365), 


deviennent exactes en les ulrtSlase par un facteur de 


dy 7 EE) sg 
la forme ci Pr ermpt PTT .(366) , 
dans laquelle F (x) représente une fonction déterminée 
der; 106 


353. Extension de la méthode précédente au cas où l’on s’occupe 
des mêmes recherches, relativement à des équations dif= 
férentielles inexactes à trois variables, III 

CHAPITRE VI. Des intégrales et solutions particu- 
lières des équations différentielles du premier ordre; 
propriété des facteurs ou diviseurs qui rendent exactes 
les équations différentielles inexactes, et quisert, dans 
un grand nombre de cas, à découvrir ces facteurs. 

374 , 375. Définiuon des intégrales eu solutions particulières, 112 

856, 377. Des solutions particulières de première et seconde 
espèces , et utilité de ces dernières dans les solutions des 
problèmes, 113 

*378,379. De la recherche des solutions particulières de seconde 
espèce, 114, 115 

380. Une équation différentielle rationnelle algébrique ne peut 
avoir de solutions particulières, 118 

361. Règles générales pour trouver les solutions particulières des 
équations différentielles du premier ordre qui ne sont 
pas rationnelles algébriques , et qui sont susceptibles d’en 
avoir , 115 

*382. Observation sur un principe que quelques auteurs ont in- 
troduit dans leurs ouvrages, et qui me paraît faux, 119 

883. Méthode pour obtenir les solutions particalières des équas 

ions différentielles, dont on ne connaît pas l’intégrale, 
122 

354. Le facteur ou diviséur propre à rendre exactement inté- 

grable une équation différentielle , étant égalé à zéro, 


satisfait à cette équation différentielle, 124 
385, 386 , 357. l'rois remarques egsentielles, 126, 128 ; 129 
385, Usage de la belle propriété du facteur,‘ énoncée à Particle 
384 , pour trouver ce facteur, 121) 


CHAPITRE 


TABLE DES MATIÈRES, 503 
CHAPITRE VII Méthode pour résoudre par approxi- 


mation , Les équations différentielles du premier ordre 
à deux variables, lorsqu'on a trop de peine à Les 

Art. intégrer exactement. 
389. Définitions, avantages de la résolution par approximation 
des équations différentielles, et exposition de la mé- 


thode, . page 134 
390. Exposition analytique de la méthode , avec plusieurs appli- 
cations à différens cas , 137 


391. On peut se servir des formules de l’article précédent , lors 
même qu'on veut avoir la valeur de x en fonctions de y, 144 

392. Sozurion Du PROBLÈME. Etant donnée une équation finie 
entre des fonctions circulaires etlogarithmiques de deux varia» 
bles, trouver la valeur de l’une de ces variables par üne suite 

de termes qui ne soient que des fonctions algébriques et 
réelles de l’autre variable, 145 

CHAPITRE VIIL Des équations à deux variables, dans 
lesquelles les différentielles du prémierordre se trouvent 
élevées à des puissances entières plus grandes que l’u- 
nité, ouse multiplient entre elles. 

393. Les équations de relation des deux variables peuvent s’ob- 
tenir par la résolution d’une équation algébrique d’un 
même degré que la proposée , par rapport aux différen= 
tielles , et par l'intégration d’équations différentielles du 
prémier ordre à deux variables, 149 

394. Mais la résolution algébrique des équations littérales d’un 
degré supérieur , présentant des difficultés presque tou 
jours insurmontables, on cherche à faire dépendre l’in- 
tégration de la proposée , de la résolution algébrique 
d'équations d’un degré inférieur à celui de la proposée 
par rapport aux différentielles, et on réussit dans les 
quatre cas suivans. 

Premier cas. Si la proposée se présentant sous la forme 
dy"+ f'ydy"-\ dx +...+fr'ydxm = 0...(385), les quan- 
tités f’y...f"/y ne sont que des fonctions rationnelles de 
y, et si cette variable n’est elevée qu'à des puissances 
moindres que 77, 152 

395. Second cas, qui ne différe du premier qu’en ce qu’on sup: 
pose que quelqu'une des fonctions de y renferme cette 
variable élevée à une puissance 7m, = 154 

#306. Troisième cas. C'est celui où les artifices employés dans 
l’article précédent ne réussissent pas, : 157 

397: Quatrième cas, Lorsque l'équation proposée est homogène, 


2. | 38 , 
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et que le degré d’homogénéité des variables primitives est 
Art. plus ptit que celui de leurs différentielles, page 159 
398, 399. SoLuTION DU PROBLÈME. Etant donnce une équation 
primitive F(x,y,u )= o entre trois variables , et ayant 
entre ces mêmes variables l’equation différentielle du se- 
cond degré du? = dy?+dx:2, on demande l'équation 
de relation entre deux de ces variables, 162, 165 
400 ,, 471, 402. Integration des équations de la forme 


ydz — qrdy = Viady" + bdym-\dx...+ nd], 168 


ydx — xdy = Viady"+ etc. ], | 170 
dy mn ax" + by")dx mn : 175 


403. Séparation des équations de la forme 
dy = (ar + by m + Va, 177 


SECTION IIE. 


De l'intégration des formules et équations différen- 
tielles des ordres supérieurs. 


CHAPITRE I. Zntégration des formules différentielles 
de tous Les ordres à une seule variable. 

4o4. Etant donnée une formule différentielle de l’oidre n, telle 

que Pd2x+ Qdr-1xdr+Rdr-2xdxr...+Vdxr.. (399), 

dans laquelle P , Q, R,...V représentent des fonctions 

de la variable x , et dans laquelle aucune differentielle 

de x d'un ordre in'érienr à n n’est consilérée comme 

constante, nous cherchons la relation qui doit exister 

entre les coefficiens P , Q...V pour que lintegration 

de la formule (399) puisse se ramener à celle d’une for- 

mule diffcrenticlie de premier ordre à une seule variable, 


17 
4o5, 406. Solations de cette question dans les cas de 7 — 2 ke 
den 2: ; 1900, 181 

T4o7. Simplilication de la méthode dans certains cas, 189 
#408. Définition des intégrales répétées et notation, 186 


4og. Demonstration que l’intégrale finale de la formule d'X 
.= grdx® , dans laquelie dx est considérée comme cons- 
tante , doit toujours être de la forme X =fx + cat 
cata, het, 187 
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Art. 

410. Développement de f"oxdx" en une suite de n intégrales 
simples, sc page 189 
CHAPITRE LU. De quelques fonctions et équations dif- 
férentielles des ordres supérieurs entre deux ou un 
plus grand nombre de variables , auxquelles on peut 

appliquer des règles générales pour Les intégrer. 
*4rr. Recherches, 19 des équations de condition qui doivent 
exister entre les fonctions de x représentées par À ,B,E, 
H, K, pour que la fonction différentielle du second ordre 


Addx + Bddy  Edzx? ++ Hdy*-+ Kdrdy...(405), 


soit la différentielle première d’une fonction différentielle 

du premier ordre. 20, De la forme de l'intégrale finale. 

de la formule (405) , 191 

*412. Avantage de la méthode précédente sur celles des articles 
55 et 359 pour déterminer si une fonction différentielle 

de l’ordre m est une différentielle exaete d’une autre 
fonction différentielle de l’ordre m —7+, 194 

*/13. Avantage du principe démontré à l’article 57 , pour trouver, 
presque sans calcul, la (n—-1}"e intégrale d’une fonc- 

tion différentielle de l’ordre n et exacte, dans laquelle 

aucune différentielle d'un ordre inférieur à 7, n’a été con- 

sidérée comme constante, ibid. 

&14. De l'intégration des fonctions différentielles du second ordre 
à deux variables, dans lesquelles la différentielle pre- 

mière de l’une des deux variables est considérée comme 
constanle, L 193 

&15. De l'intégration des équations différentielles du second 
ordre, dans lesquelles la différentielle du premier ordre de 

l’une des deux variables est considérée comme cons- 


tante , 106 
416, 417. Des intégrations des équations 
dr dm- ; 
= f (TE LS 206 
dr e ldm—2 
TE =f ST) » 208 


CHAPITRE II. De l'intégration des équations diffé- 
rentielles du second ordre entre deux variables, lors= 
qu’on fait éprouver à ces équations certaines modi- 
fications exigées par les conditions des problèmes qux 
ent donné lieu à de pareils calculs . ou que çes 


58. e} 
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modifications servent à faciliter Les intégrations qui 
Art. conduisent aux solutions des problèmes en question, 
418. Du cas où l'on considère certaines fonctions de différen= 
tielles de variables seules, où combinées avec des variables 
primitives , comme constantes, page 214 
*419, 420. La solution d’un problème qui a conduit à une équa- 
tion dans laquelle la différentielle de l'une des. deux va- 
riables a été considérée comme constante » n'est point 
altérée lorsqu'on rend cette différentielle variable, et 
qu’on considère comme constante la différentielle pre- 
mière de l’autre variable, 
Manière d'opérer une telle transformation , 213, 215 
421. Transformation de toute équation différentie'le du second 
ordre, dans laquelle une différentielle à été considérée 
comme Constante, en une autre équation différentielle où 
une fonction des différentielles des variables est considérée 
comme constante, | 217 
**CHAPITRE IV. Zntégration des équations linéaires de 
tous les nrdres entre deux ou un plus grand nombre 
de variables (*), 
422. Définition et raisons qui nous ont fait conserver Ja déno- 
mination d'équations linéaires , 218 
423. Intégration de l’éqnation linéaire 


Aydzx® + Bdydzx®-1...Cdydxr-2... +dry = Xdxr... (424), 


dans laquelle À, B.C, D... sont des quantités cons- 

tantes et X une fonction de x, 220 
424. Développement de la formule (426) en une snite de termes 

qui ne renferment chacun qu’une intégrale simple, 23e 
425. Leu. Intégration des formules 


sin bx Fe bx 


æ ax k 
Xgq af Br © de Xe”asdzx 234 


cos bx ? 
426 , 427. De l'intégration de l’équation (424) lorsque l’auxiliaire 

a des racines imaginaires, 236, 238 
428. Intégration de Peéquation 


ddy + Bdydx + Aydx? NAS TT /UUYS 


(*) Lorsque, comme dans ce chapitre, presqne tous les articles 
devront être précédés d’astériques , nous nous contenterons de mettre 
un ou deux astériques, suivant l'importance du sujet, devant le 
itre du chapitre, 
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lorsque les deux racines de son auxiliaire sont imagi- 
Art. - naires, page 239 
420. Intégration de l’équation générale du fameux problème des 
trois corps : 240 
430. Du cas où l’auxiliaire a toutes ses racines , ou pie 
quelques-unes de ses racines égales entre elles, 241 
431, 432, 453. Intégration de l'équation (424) dans le cas où A, 
B... étant toujours des quantités constantes, on a X —0, 

en considerant d’abord toutes les racines de lPauxiliaire 

comme réelles et inégales, ensujte quelqnes-unes d’elles 

comme imaginaires ; enfin considérant le cas où il.y a 

des racines égales , 243, 244 

434 , 435, 436. De l'intégration de l'équation (424! loisque A, 
B...et X sont des quantités constantes , dans les note 

cas que comporte la nature des racines de l’auxiliaire, 

246;, 247, 248 
437. Introduction à la théorie développée dans l’article sui- 
vant , 249 
438. Intégration des équations différentielles et linéaires d'un 
ordre quelconque, dans lesquelles tous les coefficiens sont 

des fonctions de la variablequi varie uniformément, ibid 

439. Toutes les équations lincaires d’un ordre quelconque x et de 

la forme 

aydx"+bxdxr- dy+gzdxr-2dy...+ardry=Xdxr.. (448), 


dans laquelle a, b , g... représentent des constantes dé- 


terminées, peuvent toujours s'intégrer par les methodes 
enseignées aux articles 423..,430, 261 
44o. Intégration de léquation 


aydan + b(p + qadxr— dy + g/p+ qx)?dxr-2dy 
..+(p+ gx)rdry = Xdxr.....(419), 
dans laquelle p , qg, a, b, g... sont des fonctions dé- 
terminces de constantes, et X une fonction de x , 264 
441. On peut toujours trouver un nombue infini de ‘aleurs de y 
et de z en fonction de x, qui satisferont simultanément 
à toute équation entre les trois variables X,Ÿ323 €t linéaire 
par rapport aux deux variables y etz, dont les differentielles 
premières ne sont pas considrrées comme tohstantes, 265 
442. Il y a un nombre infini de courbes À double courbure 
qui satisfont à l’éequation considérée dans l’article pré- 
cédent , 266 
443. Si l'équation linéaire de l’ordre n considérée dans les deux 
articles précédens appartenait à une surface courbe, on 


589 TABLE DES MATIÈRES. 
en déduirait les équations primitives de ses traces sur les 
Art. plans desxzet des yz, Page 266 
444. Application des théories traitées dans les trois articles pré- 
cédens , ibid. 


445. Du cas où l’on cherche les valeurs d’un plus grand nombre 
de’variables s , u,y, 3.... en fonctions de x qui doivent 
satisfaire simultanément à une équation différentielle de 
l’ordre 7 et linéaire par rapport aux variables s,u, y, 


etc; 265 

446. Du cas où l’on a un nombre m de variables entre m — 1, 
équation différentielle de l’ordre », 269 

447. Simplification du calcul indiqué dans Particle précédent, 
4 lorsque les coefficiens sont constans, 271 
448. Du cas où outre les coefficiens constans, on a encore X — o 
et Xr: = 0, 273 


449. Des cas où léquation finale , après l’élimination de z et 
de ses différentielles dans les équations (451), n’est que 
du troisième et même du second ordre ; équations de 


condition relatives à ces cas 1, 275 
450. Extension des méthodes précédentes à un nombre quelconque 
d'équations, 27 


**CHAPITRE V. Quelques observations essentielles sur 
les équations différentielles de tous les ordres, et me- 
thodes que nous déduirons de ces observations pour 
obtenir plus facilement l'intégrale finale de certaines 
équations différentielles. + 

451. Des problèmes essentiellement différens dans leurs énoncés 
qui, cependant , ont une même solution, 276 
452. Toute équation différentielle de l’ordre n et entre deux va- 
riables dont l’une varie uniformément et l’autre sans 
uniformité, a au moins 2 premières intégrales , 278 
453. Une pareille équation différentielle a au moins un nombre 
1.2.3...n de (rm — 1)ièmes intégrales , lesquelles sont des 
équations différentielles du premier ordre. Toutes les cqua- 
tions différentielles d’ordres inférieurs à la proposée, et qui 
sont les intégrales de cette dernière équation , étant consi- 
dérées comme les traductions analytiques d’énoncés de 
problèmes différens, ont une même solution, 280 
454. Les équations différentielles que nous considérons , peuvent 
avoir plus de premières intégrales qu'il n’y a d’unités 
dans l’indice de Pordre de différentielle de ces équa- 
tions, 28H 
455. Si lon peut intégrer une première fois de »z manières dif 
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férentes, une equation différentielle de l’ordre »n , telle 
que celles que nous considérons, on pourra avoir Pinté- 
grale finale, sans intégrer les équations différentielles 
Art. d'ordres inferiems à n, page 282 
456. Moyen déduit de la théorie précédente, pour intégrer dans 
certains tas une équation différentielle inexacte, sans être 
obligé de chercher le facteur qui la rend une différen- 
tielle exacte, 284 


CHAPITRE VI. De La résolution par approximation 
des équations différentielles entre deux variables et 
du second ordre qu’on ne peut résrudre exactement , 
lorsqu'on éprouve des difficultés insurmontables pour 
trouver les facteurs propres à rendre ces équations 
exactement intégrables. 


’ 


#457. Méthode générale pour résoudre par approximation l’équa- 
7 P AREAS Pr si 
tion duMsecond ordre et linéaire 
d’y + Xdydx+y£dx? =o.....(452), 
dans laquelle X et £ représentent des fonctions quelconques 
de x, 285 
*458. Application dela méthode précédente à la résolution par ap- 
proximation de léquation 


ddy + ax'ydx? = 0.....{455), 286 


459. Sozurion pu PROBLÈME. Connaissant Pune des deux ins 
tégrales particulieres de l'équation (452), que on obtient 
de l'intégrale complète en faisant l’une des deux cons- 
tantes c ou & — 0 , trouver l’autre intégrale particulière, 
et par conséquent l’intégrale générale de la proposée, 292 
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460, 46. Résolution par approximation de léquation (45), 
lorsque certaines valeurs particulières de 7» et de a com- 
binées ensemble, mettent en defaut la méthode précé- 


dente , 294» 297 
*462. Comment on peut ramener Fintégration de l’équation du 
comte Riccati à celle de léquation (455), 30» 


#463. Utilité de ce qui est démontré dans l’article précédent, 30x 
SECTION IY. 


Supplément aux trois premières sections. 


CHAPITRE T. /ntégration simultanée de certains sys- 
tèmes d'équations. 
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Art. 
*464. Intégration simultanée des deux équations 
(Az + By) dx + Ddz + Edy — PA 4....(469; 
(Hz + Iy )dx + Kdz + Ldy = £dx 
dans lesquelles A...E, H...L représentent des quantités 
constantes déterminées, et X, £ des fonctions quelconques 


PR 


dex, page 303 

#465, *466, *467, 468 , 469. Examen des cas 
où b étant de signes = : 306 
contraires ‘ bo ie {im : (az 1} 309 
où dans les équations | (DE mé, sis 
. on a DH = AK, 311 
PP (BL = Et, ibid. 


470. Intégration simultanée des trois équations 


(Az + By + Crdx + Ddz + Edy + Gdt — X@x 
(Be + Ly + Ride Le EMA Nes NU } (70h 31a 
(Oz + Py + Qrdx + Rdz + Sdy + Tdt=X"dx 
471. Scolie, 314 
*472. Intégration simultanée des deux équations différentielles du 
second ordre 
(Ay-+Bz)da°+(Cdy+Dd:)dx+Ed:y+Hdez—X dx (is), 354 
(Ly+Ka)dx?+(Ldy+Mdz)dxtNd?y+0d?2—£dx? | À 
*473. Idem. De 
(Ay+Bz+D)dx?+Ed?y+Hdz — 
au (482) , . 317 
(y + Kz+L)dx2+Md?y4Nd?:— 0 
#*454. Examen du cas où p” et p'” sont négatives, 321 
**475. Les formules d’intégrations simultanées trouvées dans les 
deux articles précédens , ne peuvent servir lorsque les va- 
leurs de 6” et de €” sont réelles et égales , et lors qu’elles 
sont imaginaires , nous trouvons des formules générales 


qui peuvent servir dans tous les cas possibles, 323 

##496. Nous prouvons que les deux formules trouvées dans Par- 
ticle précédent , satisfont au cas de 66”, 326 

**4sr. Et au cas de 6” et 6/7 imaginaires, 325 
478. Examen du cas où STAY les équations (482), on a 
AM:=:EF"!, 330 


® CHAPITRE IT. Zntégration de certaines équations dif- 
férentielles du premier ordre entre deux variables et 
séparées, dont on obtient les intégrales algébriques , 
quoique la fonction différentielle de chacune de ces 


* 
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deux variables étant considérée isolément , ne puisse 
s'intégrer algebriquement, et que ces deux fonctions 
ne puissent s'intégrer en méme temps par Les loga- 

Art.  rithmes, ou par Les arcs de cercle. 
479. Intégration algébrique de léquation 
dx " dy 
VLaxi+bxi+ex+hrtm] VlLayi+by3+ey2+hy+m] 
dont chacun des membres, considéré isolément, ne pour- 
rait s'intégrer ni algébriquement, ni par les logarithmes, 
ni par les arcs de cercle, | page 332 
450. Intégration algébrique d’équations qui sont dans des cas 
semblablés à celle qu’on a intégrée dans Particle précé- 
dent, 336 
Remarque, 337 


(500), 


+ 


*48r, Intégration algébrique de deux équations qni sont dans les 


snêmes cas que les précédentes, mais dans lesqueiles les 
varianies æ et y sont élevées à des puissances > 4, 335 

CHAPITRE. Des intégrales et solutions particulières 
des équations différentielles d'ordres supérieurs. 

482 , 483. Définition de ces intégrales et solutions particulières, 
avec le moyen de parvenir de s'intégrale finale à l’équa- 
tion différentielle de l’ordre n, dont eale est l’intégrale, 

541 

484. Méthode pour déduire de l'intégrale finale d’une équauon 
différentielle de l’ordre 7 , toutes les solutions particulières 
de la proposée. Les recherches dont on s’est occupé dans 
cet article , conduisent au principe que la solution partie 
culière la plus étendue que puisse avoir une équation 
différentielle de l’ordre 7, ne saurait être exprimée par 
une équation primitive contenant plus de #— 1 cons- 
tantes, 343 

485, 486. Remarques sur certains cas pour lesquels la méthode 
enseignée À l’article 484 , se simplifie beaucoup , 346,347 

487, Méthode extraite d’un savant mémoire de Legendre, pour 
déduire directement de l'équation différentielle proposée 


: À _. n 
ses solutions particulières, 547 
488. Caractère des solutions particulières , 349 


489. L'équation x = const. , qui satisfait à toutes les équations 
différentielles entre y et x, ne doit pas être mise au nom- 
bre des solutions particulières ;. 350 
490, Application des théories précédentes , ibid, 
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Art. ; | 
491. Les solutions particulières des équations différentielles d’um 
ordre quelconque, ne sont pas toujours les solutions par- 
ticulières des différentielles de lequat on proposée , ou 
de ses intégrales de tous les ordres, page 353 
492. Recherche des solutions particulières et simultances d’un 
système de m équations différentieiles d’un ordre quel- 
conque entre 7 + 1 variables , 355 
CHAPITRE IV. De l'intégration des équations aux dif- 
Jcrentielles partielles du premier ordre. 
493 , 4,4. Définition et notation, 358, 359 
495. De Pordie des équations aux différentielles partielles, 360 
496. De l'intégration des équations aux différentielles partielles 
et linéaires du premier ordie dans quelques cas parti- 


culiers, 361 
*497. Intégration de ces mêmes équations dans Île cas le plus 
génerul , 6a 


#*498. D'un cas particulier où lPintégration pourrait s'effectuer 
comme dans le cas général, mais qui s’obtient bien plus 
aisément par upe methode que nous faisons connaître dans 
cet article, | 369 

499. Manière de dcterminer les fonctions arbitraires de variables 
qui entrent dans ies integrales des équations aux diffé- 
rentielles partielles, lorsque ces dernières équations ont 
pour objet quelque point d'analyse appliquee, 372 

500. Intégration de l'équation, 


NÉ 4 E 4) Rene cal À 373 
*bor. Intégration des équations aux différentielles partielles du 
premier ordre à quatre variables , 375 


5o2. Où l’on généralise l'analyse précédente aux équations aux 
différentielles partielles linéaires du premier vrdre, ren- 


fermant un nombre quelconque de variabies, 380 
503. Int gration des équations aux différentielles partielles du 
premier ordre , qui ne sont pas lincaires, 381 
* Remarque, 383 


CHAPITRE V. Zntégration des équations aux différen- 
tielles partielles du second ordre à trois variables. 


5o4. Notions préliminaires, 383 
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Art. 
d?r 
505. ge —H..........(5a4), page 384 
drxz ! LE 
506. DIR a RE RO)» 385 
#5o7. Intégrations | 272 — D 22... (59, bi 
ê +. Au dy? dy 
#*508. équations sa it 1... (030) 386 
dydx dy é 

509. PIS fe, (532) , ibid. 
*510. HE TT C4 Lêe DO (534), 359 
S1T; f°rz —=Dfrz+H...(536), 390 
512. rest = Ef"2 RE (538), 301 


513. Du cas où dans les équations qu’on a-traitées précédemment, 
les lettres capitales renfermeraient la variable princi- 


palez, ibid. 

*514, 515. Intégrations des équations s 
Jr = Efee + Hs. A ..(54a), 302 
fr:z2+ Dfrz+Efrz=0o...(54r), 394 


516. Etant donnée Ja différentielle du second ordre d2z d’une fonc- 
tion z de deux variables £ et uw par rapport à ces va- 
riables , nous trouvons d’après Euler, la valeur de la 
même différentielle d?z par rapport à deux nouvelles va- 
riables x et y qui ont avec celles & et u des relations 
semblables à celles qui existent entre ces deux dernières 
variables et celle z, 396 

*517. Intégration de l’équation x2f2*2— f2rz — o , dans laquelle 
à? représente une fonction déterminée de x etdey, 395 

518. Intégration de la même équation lorsque à est en outre une 
fonction de f*z et: de frz, 400 

#**519. Intégration des équations aux différentielles partielles du 
second ordre, prises dans t@ute leur généralité et les coeffi- 
ciens pouvant être des fonctions quelconques de r SL YTE 

z, f°z, f7z ? "for 
CHAPITRE VI Quelques notions sur les intégrations 
des équations différentielles partielles des ordres su- 
périeurs au second , et sur les solutions particulières 
des équations aux différentielles partielles de tous Les 
ordres. 


2206. Equations aux différentielles partielles de l’ordre m-}n, qu’on 
intègre par le moyen des imtégrations d'équations de même 
espèce qui ne sont que de l’ordre m, 407 
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Art. 

521. Autres espèces d'équations aux différentielles partielles dont 
l'intégration se ramène à celle des équations différentielles 
ordinaires du même ordre que les premières , page 408 

522. Elimination de constantes entre les équations primitives et 


leurs différentie les, qui cenduisent à des équations aux 
différentielles dont les équations primitives mentionnées 


précédemment sont les intégrales, ibid, 
523. Des solutions particulières des équations aux différentielles 
partielles, gro 


SECTION V. 


Application du Calcul intigral à la Géométrie. 


*CHAPITRE I. Quelques problèmes et théorèmes rela- 
tifs aux développées et développantes des courbes 
planes. 

524. SOLUTION bu PROBLÈME. Etant donnée la valeur du rayon 
osculateur d’une courbe en fonction de constantes et de 
lignes trigonometiiques de Pangle formé par la normale 
avec l’axe des abscisses , trouver l'equation entre les coor- 


donnèes rectangulaies de ceite courbe, 412 
525. Démonstration de deux équations importantes, 4:15 
526. SOLUTION pu PROBLÈME. Etant donnée l’equation d’une 

courbe, trouver celle de sa developpée , ibid, 


927. On tire plusieurs conclusions de ce qui precède , et entre 
autres la méthode de decuire de l’equation d’une courbe 
donnée, celle de ‘la developpante de cette courbe, 417 

528. Démonsträtion de deux formules primitives qui rendent bien 
plus facile les recherches qui nous ont occupé dans les 
deux articles précélens , 420 


*CHAPITRE IT. De La rectification des courbes planes 


et à double courbure , et de la quadrature des courbes 


planes, 
529. Formule générale de la rectification des courbes planes rap- 
portées à leurs coordonnees rectangulaires, 4ax 
530. Idem. Pour les courbes polaires, 427 
531. dem. Pour les courbes à double courbure, 431 


532. Quadrature des courbes planes rapportées à leurs coordonnées 
rectangulaires , 432 


4 
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533. Idem. Pour les courbes polaires, page 441 

CHAPITRE II. De la quadrature des surfaces courbes 

et de la cubature des volumes terminés par de pa: 


reilles surfaces. 
*534. Expression générale des aires des surfaces courbes quel- 


conques ;, 413 

535. Llem. Dis surfaces de révolution, 419 
*536. De la cubature d’un volume quelconque terminée par une 
surface courbe , 452 

537. Idem. Des solides de révolution , 454 


CHAPITRE IV. Application du Calcul intégral à quel- 

ques questions et théories générales de Géométrie. 
538. Des trajectoires en général et des trajectoires orthogonales. 
Appli ations aux lignes du second degré, et à la ligne 
droite tournant autour d’un point fixe, 456 
839. De la tractoire, 463 
54o. SozuTion pu PROBLÈME. Etant donnée une équation de re- 
lation enire la rectification d’un arc de courbeinconnue , 
et les coordonnées correspondantes à lextrémité de cet 


arc, trouver l'équation de la courbe , 466 
Bit. Des courbes dont les équations primitives satisfont à un 
nombre infini d'équations différentielles, , ibid, 


542. Des solutions particulières des problèmes de géométrie, 467 


SECTION VI. 


Calcul des variations. 


CHAPITRE I. Zntroduction. 


543. Définition et notation , é7o 
544. La différence d’un ordre quelconque de la variation d’une 
variable, est égale à la variation de la différence du meme 
ordre de la variable, 47 
545. Démonstration d’un théorème analogue au précédent , re= 
lativement aux différentielles des variations et variations 
des différentiellés , 452 
546. La variation de l'intégrale d’un ordre quelconque d’une 
fonction différentielle | est égalé à l'intégrale du méme 
ordre de la variation de la fonction differentielle, ibid. 
547. De la variation des formules difftréntielles, 453 


CHAPITRE IL Méthode des variations dans les ques , 


/ 
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tions de maximis et minimis /orsque la fonction dif- 
{érentielle proposée n’est qu'entre deux variables, et 
qu'une de ces variables varie pour une méme valeur 

Art. de l’autre. pag. 
548. Considérations générales sur la méthode des variations , 473 
549. Insuffisance des méthodes enseignées dans la première partie 
de cet Ouvrage, pour trouver les extrêmes grandeurs ; 
lorsqu'on ne counaît aucune relation entre y etx, 475 

550. Démonstration que la variation d’un ordre quelconque de 
l'intégrale d’une fonction différentielle, est égale à l’in- 

iégrale de la variation du même ordre de la fonction 

* difftrentielle, 479 

551. Equation générale des extrêmes grandeurs, et valeur de la 
variation de l’intégrale de Ja fonction différentielle pro- 


posée, : 474 
552. De l'équation’ aux limites, 48t 
553. Equation de condition d’intégrabilité de la fonction diffé- 

rentielle dans l’état de la question proposée, 482 

554, 555. Examen du cas où la formule différentielle proposée 

n’est que du premier ordre, 483 


Application de la théorie précédente à unexemple, 484 

556. Des cas où les ordonnees des limites, et les coefficiens 

différentiels sont tous déterminés, ou partie déterminés 

et partie indéterminés, 486 

CHAPITRE IIL De la méthode des variations dans 

les questions de maximis et minimis entre des limites 
variables , 

557. Faisant varier simultanément yet x, l'équation générale des 

extrêmes grandeurs reste la même, mais celle des limites 

change. Nous faisons connaître l’expression de ce chan- 


gement, 487 
558. Application de la théorie précédente à un exemple général, 
et ensuite à un exemple particulier, 439 


CHAPIFPREIV. Æxtension de la méthode des variations, 
dans le cas où La fonction différentielle proposée est 
entre trois ou un plus grand nombre de variables. 


559. De l'équation générale des extrêmes grandeurs dans les 
questions de marimis et minimis entre trois variables, 
560. Examen du cas où il n’y a aucune relation donnée entre 
y et z, 495 
561. Idem. Lorsqu'entre x, y et z on a une équation, 496 
562. Equation aux limites, ibid. 
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563. Dans le cas où x varie dans le sens caractérisé par d', l’é- 

quation générale des extièmes grandeurs reste la même, 

et celle des limites change, page 497 
564. Application generale de cette théorie, 498 
565. Conclusion, 5oa 


SECTION II. 


Calcul intéoral aux differences , et application de ce 
calcul à celui de la sommation des séries. 


CHAPITRE I. Aègles fondamentales, et intégration 
des fonctions aux différences du premier ordre algé- 
briques et transcendantes. 


566 , 56r. Définitions et notation, 503 

568. Des constantes arbitraires qu’on doit ajouter aux intégrales, 

504 

569. On peut passer les facteurs constans des formules qu’on 

intègre en avant du signe d'intégration, ibid. 

570. L'intégrale d’un polynome est égale à la somme des in- 

tégrales de chaque terme, ibud. 

571. Intégration de x", ibid. 

5-2. Idem, de x(x + Arr +2Ax).(x+naAx), 5o7 

573. Modilication de l'intégrale trouvéé dans l’article précé- 

dent, 508 

574. Le POP AU AE SAR À ibid, 

x x+Aax)...(x+nAx) 
1 a 

Eh: (x+aax)(x+b ar)+ etc. ? pue: 

576. ee ri EE a ad DRE ——, 51r 
2(x+a A x)(#+b A x)..(x+p Ax)(x+g 4x) 

577. Intégra- Jar, 5ra 

578. tionde \yrar, ibid. 

Le : 

57 = mer > 513 

580. sin x et cos x, 514 

587. x"sin x et X7 COS , 515 

582. Îzr, ibid. 


58ë. Zxx ñ 516 


“ 
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*CHAPITRE IT. De l'intégration des équations aux 
différences finies d'un ordre quelconque; et à une 

Art. seule variable. 
584. Définitions, page 517 
585. Conversion de l'équation générale aux différences d’un ordre 
quelconque » , en une autre entre Ja » f(x Sr), «co 
(x + n), et intégration de cette équation, ibid. 
586, 587. Application de la theorie précédente à la recherche des 
termes généraux des series récurrentes composées régus= 
lières et irrégulières , 527, 529 
585. Du cas où toutes les racines de Pauxiliaire de l'équation 
aux différences qu’on veut intégrer sont égales, 530 
989. Du cas où les racmes de l’auxiliaire sont parties inégales 
et parties égales, . b33 
590, 59gt et 592. Nous n’avons jusqu’à présent considéré X que 
comme une fonction exponentielle de x, nous considérons 
ici les troiscas suivans, 19 X—à une constante; 20 X—à une 
fonction algebrique et rationnelle dex;3° X—o. 534,536 
593. Du ças où X etant— 0, l’auxiliaire a une partie de ses 


racines égales , 533 
594. Ou toutes ses racines égales, | 539 
595. Ou qu’elle se compose de plusieurs facteurs binomes du 
premier degré, 54o 


596. Ou enfin, qu’elle renferme des racines imaginaires, 541 
597. Développement de l’intégrale générale trouvée à Particle 
- 585, en supposant d’abord X — à une fonction expo- 
nentielle de x ,. 543 

598. Intégration de l'équation aux différences (595) , lorsque X 
étant une fonction exponentielle dex , Pauxiliaire à des 


racines imaginaires, 545 
599. Développement de la formule 598 lorsque l’ajoutée est une 
constante, 546 


600. Idem. Lorsque X est une fonction rationnelle de x, ibid. 

6or. Cas qui se soustrait à la méthode précédente , moyen d’y 

obvier , 549 

602. Du cas où les coefliciens de l'équation générale aux diffé- 

rences sont fonctions de la variable, 451 

CHAPITRE III. Quelques notions sur l'intégration 

des fnrmules et équations qui contiennent plusieurs 
variables , 

603,604. Intégration des différences exactes de monomes ou poly- 


momes entre plusieurs variables , 554, 555 
Gos. 
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Art: 
605. De l'intégration des équations aux différences entre plusieurs 
variables qui ne peuvent s ’intégrer par les méthodes pré- 
cédentes , page 555 


CHAPITRE IV. Application du Calcul intégral à La 
sommation des séries. 
606. Equation de relation entre le terme sommatoire d’une série 
et l'intégrale de son terme général, 557 
Go7. Sommation complète de toutes les séries dont la difference 
d’un ordre quelconque est constante, 559 
608. Ce qu'on doit faire lorsqu'on ne veut avoir le terme som- 
matoire, qu'à commencer d’un terme déterminé, 561 
609. Expression générale du terme sommatoire des séries dont 
les différences d’un ordre quelconque sont constantes , 562 
Gro. Expression générale et complète du terme sommatoire des 
séries de la forme 
a[a+ Ax]..[(a+ Ax)+aAx], (a+ Azx)[(a+ Ar) Ax]. 
[{a+ ax) +nAx],(a+2Ax)[(a+24x)#+ Ax]..[(a+247x) 
+ n Azx]etc., 563 
Gr. Expression générale et complète du terme sommatoire des 
séries de la forme 
ï I 
a(a+ Ax).….(an Ax)’(a+Ax)[(a+ Ax)+ Ax)] [a+ Ax)+nAx] 
ee ER A US EE PE , 
(a+2 Ax)[(a+a2 Ax)+ Ax]...[(a+2Ax)+nAx]? Sas PS 
*612. De la sommation des séries de sinus et cosinus d’arcs qui 
croissent uniformément d’un arc quelconque, et on 
examine particulièrement le cas où l’are d’accroissement 
d’un terme à l’antre est égal à l’arc principal, 565 
*613. Sommation des mêmes puissances de sinus ou cosinus d’arcs 
qui croissent comme la suite naturelle des nombres, en 


prenant l'arc principal pour lunité, * 568 
614. Sommation des séries qui ont respectivement pour termes 
généraux z"sin#z, et z"COos "2, 55o 
615. Sommation des séries récurrentes composées , dont l’ajoutée 
est une quantité exponentielle , ibid. 


*616. Du cas où l’anxiliaire de l'équation qui exprime la loi 
de la série récurrente qu’on veut sommer , a une ou 


plusieurs racines égales à l’unité, 5x 
*617. Du cas où l’ajoutée est une quantité constante, 572 
*618. Sommation des séries récurrentes simples, ibid. 


*619. Du cas où l’ajoutée de l’équation qui exprime la loi de la 
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série récurrente qu’on veut sommer étant exponentielle ; 
sa base est égale à une des racines de l’auxiliaire , pag. 573 
CHAPITRE V. Usage du Calcul intégral aux différen- 
tielles, ou Calcul intégral proprement dit, dans le 

Art, Calcul intégral aux différences. 
*G20. Moyen de trouver par le Calcul intégral la limite trans- 


cendante des séries , 74 
G6ar. Expression générale de Sy déduüite des Calculs différentiel, 
intégral et aux différences, 577 


*Je fais connaître lemoyen qu'indique Euler pour déterminer 
les valeurs numériques des coefficiens constans, et en- 
suite je fais connaître un autre moyen qui donne spon- 


tanément ces valeurs numériques , 579 

623. Usage de la formule démontrée dans l’article précédent pour 
sommer les séries, 58x 

623. Expression de S./x avec une constante qui est encore indé- 
terminée, 58a 

624. Démonstration d’un beau théorème de Wallis, 583 
625. Détermination de la constante de la valeur de S./x qui était 
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